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3.1.3. Discretización del término Lumped Mass . . . . . . . . . 51

3.1.4. Problema Inverso para la Discretización . . . . . . . . . 51

3.1.5. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4. Conclusiones 65

A. Diferencias Finitas 67

A.0.1. Teoremas de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

A.0.2. Aproximaciones Por Diferencias Finitas . . . . . . . . . . 69

B. Problemas Inversos 73

B.1. Estabilidad de un Sistema Lineal y Precondicionamiento . . . . 75
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Introducción

La exploración śısmica es un problema que data de finales del siglo XIX. Este

problema consiste en obtener información de la corteza terrestre, con el fin de

inferir propiedades y composición de esta, yacimientos de petróleos, de gas,

etc. Una manera de obtener esta información es hacer perforaciones, las cuales

tienen un alto costo económico. Por tanto, se han diseñado nuevas estrategias

para poder adquirir la información de interés sobre la corteza terrestre.

Una de las técnicas principales para adquirir información valiosa sobre el

subsuelo terrestre es producir ondas śısmica artificiales para que éstas se

propaguen a través del subsuelo. Estas ondas son generadas normalmente por

explosiones, impactos mecánicos o vibraciones. Posteriormente, las respuestas

producidas por las ondas (reflexiones y/o refracciones) son detectadas y

registradas por una serie de estaciones receptoras conocidas como geófonos e

hidrófonos en el caso marino. A partir del estudio de los datos registrados,

sean amplitudes y/o tiempos de viaje, se consiguen imágenes del subsuelo que

luego se relacionan con las capas geológicas, secciones śısmicas, campos de

velocidades, etc.

Desde 1845 se han desarrollado distintas teoŕıas, métodos y técnicas para

mejorar la adquisición y el procesamiento de los datos obtenidos mediante

generación de onda śısmicas, cuyo objetivo es caracterizar una zona de
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Introducción

Figura 1: Proceso de Adquisición Śısmica mediante la propagación de ondas.

Imagen de https://sismicidad.wikispaces.com/Sismicidad+generalidades.

interés usando estos datos finales. El procesamiento adecuado de estos

datos permite deducir parámetros que influyen en los valores que hemos

detectado y que corresponden a propiedades del medio a través del cual se han

propagado las ondas, tales como la velocidad, la densidad, la permitividad, etc.

La tomograf́ıa śısmica es una de las principales técnicas de reconstrucción de

estas propiedades f́ısicas que afectan la propagación de las ondas śısmicas, el

término tomograf́ıa proviene del griego tomos, que significa rebanada”. La

base matemática para la tomograf́ıa se puede atribuir a Johann Radon en

1917. El primer uso de la tomograf́ıa śısmica se propuso en la tesis doctoral

de Reagan [1978] y luego se planteó el uso de reconstrucción tomográfica en

los datos de śısmica de pozos, convirtiéndose en un herramienta fundamental

de la sismoloǵıa moderna.
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Introducción

Actualmente para reconstruir esta imagen mediante la tomograf́ıa śısmica se

siguen 4 etapas:

1. Adquisión: En esta fase se da la obtención de los datos de la onda

propagada, ya se amplitudes o tiempos de viajes.

2. Modelamiento: Consiste en representar la propagación de la onda me-

diante una Ecuación Diferencial Parcial (EDP) que depende de las pro-

piedades del medio como lo son densidad, permitividad, entre otros y

caracteŕısticas de la onda como lo es la velocidad. Posteriormente me-

diante una herramienta matemática resolver esta ecuación

3. Inversion: La Ecuación Diferencial que modela la propagación de la

onda depende de propiedades desconocidas inicialmente como la velo-

cidad de propagación de la onda, la densidad del medio, etc. Entonces

para obtener una solución de la EDP que represente la propagación de

la onda en un medio dado, debemos obtener estos valores. Una técnica

usada actualmente para este fin se conoce como Full Wave Inversion

(FWI). Este técnica consiste en minimizar una función que depende de

las propiedades del medio y la propagación de la onda modela en la etapa

anterior.

4. Migración: Con los datos anteriores obtenidos mediante FWI se

reconstruye la imagen del subsuelo mediante la retropropagación del

campo de onda.

Nuestro trabajo se centrara en la parte de modelamiento en pro

de tener un proceso de Full Wave Inversion mas cercano al valor óptimo

y estable.

La Ecuación Diferencial Parcial que describe la propagación de una onda es
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Introducción

conocida como la ecuación de onda. Para esta ecuación existen diferentes ver-

siones dependiendo del medio donde se propaga y del dominio en que se en-

cuentra. Por ejemplo, cuando la ecuación de onda esta en el dominio temporal

y el medio es no dispersivo, es decir, la velocidad de propagación coincide con

la velocidad del sonido, la ecuación de onda viene dada por la expresión:

S(x, t) = c2∆u(x, t)− ∂2u(x, t)

∂t2
(1)

donde S es la fuente que genera la onda, c la velocidad de la onda y u es el

campo de desplazamiento. Cuando se le aplica transformada de Fourier a la

ecuación de onda en el dominio temporal, se obtiene una ecuación de onda en

el dominio de las frecuencias que coincide con al ecuación de Helmholtz:

S(x, ω) = ∆u(x, ω)− k2u(x, ω) (2)

donde k = ω/c conocido como el número de onda, ω = 2πf , donde f

corresponde la frecuencia de la onda. Esta ecuación se deduce de la Ley de

Hooke y Ley de Newton.

Cuando el medio donde se propaga la onda es dispersivo y con atenua-

ción, es decir la onda posee pérdida de enerǵıa, por tanto su amplitud decae

durante el desplazamiento y mas aún la velocidad no permanece constante se

conoce como medio visco-acústico. El medio acústico y el medio visco-acústico

difieren en la leyes de Newton y de Hooke en la representación del tensor

de esfuerzos [3]. La ecuación que modela la propagación de una onda en un

medio Visco-Acústico viene dada por la expresión:

1

ξ(x, ω)
∇·( 1

ρ(x)ξ(x, ω)
∇P (x, ω))+

ω2

K(x)
P (x, ω) =

1

ξ(ω,x)
∇·
(

b(x)

ξ(ω,x)
F(x, ω)

)
donde ξ corresponde a un función compleja que representa la atenuación del

medio, ρ la densidad el medio, c la velocidad de propagación de la onda, P es

el campo de presiones, F es la fuerza de la fuentes que genera la onda.
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Introducción

Esta será la Ecuación Diferencial Parcial que centraremos nuestro tra-

bajo, tanto como su discretización ?? como su solución por diferentes métodos

y que será expuesta como mas detalles en el caṕıtulo 1.

En general para solucionar la Ecuación de onda en un medio Visco-

Acústico ya que no se conoce solución anaĺıtica se recurre diferentes técnicas

numéricas para solucionar Ecuaciones , como Diferencias Finitas, Elementos

Finitos, Métodos Espectrales, entre otros. Todas estos métodos numéricos son

aproximaciones y traen consigo errores numéricos debido a la naturaleza de

estos.

Full Wave Inversion es una técnica introducida por Tarantola en 1987.

FWI consiste en obtener valores de la velocidad, densidad, etc., que se ajusten

los más cercano posible a los valores reales del dominio de estudio. Para recu-

perar este conjunto de valores, se propone una función a minimizar χ, vienes

dada por la comparación de información experimental obtenida previamente,

es decir, información dada sobre el dominio de interés e información calculada,

que se obtiene de la etapa de modelado. χ esta se define de la siguiente forma:

χ(m) = ||dobs − dcal(m)||,

donde dobs es la información previa sobre nuestro medio y corresponde a

las información medida del medio, m = (c(x), ρ(x), ...) es el conjunto de

parámetros del que depende la EDP y dcal(m) se obtiene al solucionar

la Ecuación Diferencial. Para minimizar esta función, ya que no es una

función lineal, se utilizan diferentes métodos iterativos de minimización como

Gradiente Conjugado, Método de Newton, entre otros [9].

Aśı para encontrar parámetros que representen los valores de la reali-
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Introducción

dad de medio de estudio necesitamos resolver la Ecuación de Onda en un

medio Visco-Acústico, que exponemos en el caṕıtulo 2, tantas veces como el

método de minimización lo requiera, por tanto el método numérico usado

para solucionar la EDP debe ser un método bien condicionado, es decir,

con solución estable, única y ademas que la solución obtenida tenga mı́nima

dispersión numérica y mı́nimo error numérico, puesto que estos errores se

propagan tras cada iteración de la minimización.

Los métodos numéricos requieren algún tipo de discretización para re-

presentar el dominio f́ısico. Para esta discretización es conveniente definir

una extensión finita del dominio que viene limitado por unas condiciones de

frontera llamadas Absorbing Boundary Conditions y un número finito de pun-

tos de malla donde cada punto representa una coordenada espacial del dominio.

Las Absorbing Boundary Conditions son fronteras artificiales del domi-

nio donde la amplitud de la onda decae rápidamente hasta anularse, aśı

evitando reflexiones dentro de nuestro dominio de interés. Estas serán

explicadas con detalles en la sección Condiciones de Frontera.

La discretización del dominio de interés introduce errores numéricos de-

bido a que si no se toman la suficiente cantidad de puntos se tendrá pérdida

de información, pero de incluir una gran cantidad de puntos sobre la malla

aumenta en el costo computacional. Por esto se debe usar un método óptimo

para solucionar que genere una dispersión numérica mı́nima, es decir, que

nuestra solución sea lo más cercana posible a la real y sin desfases. Una

manera de controlar la dispersión en manejar un número adecuado de puntos

por longitud de onda de la propagación aśı tener una buena solución. Para

lograr una dispersión numérica mı́nima usaremos una mejora del esquema

introducido por Churl-Hyun Jo en 1996 llamado esquema óptimo de 9 puntos

8



Introducción

en Diferencias Finitas en el dominio de las frecuencia para la ecuación de

Helmholtz acústica, es decir donde el valor del número de onda k es real.

La mejora viene del hecho que si el número de onda k es un valor complejo,

este introduce una atenuación en el dominio de estudio [3], entonces para

optimizar la solución usamos un número de onda complejo a diferencia de Jo

que usó un valor real.

Este esquema de Jo utiliza una combinación entre el esquema de Dife-

rencias Finitas de segundo orden para el Laplaciano de la ecuación de

Helmholtz, la rotación del plano para obtener otra aproximación del La-

placiano y una aproximación para el término k̃u conocido en la literatura

como Lumped Mass para obtener una solución óptima para la Ecuación

de Helmholtz [12]. Esta nueva discretización queda en función de unos

parámetros que dependiendo de sus valores harán la dispersión numérica

sea mı́nima. En el caṕıtulo 2 mostraremos cómo se construye este es-

quema, la consistencia del esquema, una estrategia para obtener dichos

parámetros óptimos y comparaciones con otras soluciones para la ecuación

de Helmholtz en el caso No Homogéneo. Esta aproximación optimiza el

tiempo de computo debido a que se necesitan menos puntos de malla por

longitud de onda (grid point number) como mostraremos en las comparaciones.

Para obtener la solución a la EDP que modela la propagación de una

onda en un medio visco-acústico, usamos el esquema de Jo mejorado en el

capitulo 2 y posteriormente se transforma la discretización en un problema

inverso, es decir, de la forma Ap = F donde A es una matriz sparse que de-

pende de la discretización, p es la solución a encontrar y F es la discretización

de la fuente. Antes de solucionar el sistema Ap = F , debemos analizar si la

matriz A es bien condiciona o no, es decir, si tiene solución, si tal solución es

única y si es estable la solución. Para que tenga solución única es equivalente

9



Introducción

a que A sea invertible y que el sistema sea estable, es decir, que el número de

condición de A sea pequeño. Todas estas propiedades para nuestra solución se

muestran en el cap̀ıtulo 3.

En el caṕıtulo 3 mostraremos que el número de condición vaŕıa según

la frecuencia y el tamaño del dominio para diferentes modelos de velocidad

y ademas este número de condición es muy alto, del orden de 105 por lo que

requiere realizar una técnica conocida como precondicionamiento, que consiste

en multiplicar por una matriz M−1 de tal forma que M−1A tenga un menor

número de condición.

10



Caṕıtulo 1

Tomograf́ıa y el Problema

Geof́ısico

Una de las formas de obtener información del subsuelo es propagar una onda

en el medio de estudio, para luego obtener información de la propagación y

posteriormente del medio. La manera usual de modelar dicha propagación

es mediante una Ecuación Diferencial Parcial (EDP), que depende de las

propiedades del medio tales, como la densidad, la atenuación, disipación de

enerǵıa, entre otros y de igual manera de propiedades de la onda, como lo es

principalmente la velocidad de propagación.

1.1. Modelado

La EDP que modela la propagación de una onda es conocida como la Ecuación

de Onda. Cuando se aplica Transformada de Fourier al dominio del tiempo,

se obtiene una EDP en el dominio de las frecuencias y esta ecuación se

conoce como la Ecuación de Helmholtz. Dependiendo de la complicaciones

del dominio o medio donde se propaga la onda, complejidades como perdida

11



Caṕıtulo 1. Tomograf́ıa y el Problema Geof́ısico

de enerǵıa que corresponde a un medio con atenuación, velocidad variable,

un medio dispersivo; la EDP que modela la propagación adquiere mayor

complejidad matemática.

El medio que estudiaremos en este trabajo es un medio visco-acústico.

Un medio visco-acústico es un dominio dispersivo donde la velocidad depende

de la posición, es atenuado, es decir, la onda posee perdidas de enerǵıa y por

tanto amplitud, densidad variable en cada punto.

Para un medio visco-acústico existen diferentes planteamientos para la

Ecuación de Helmholtz que representa la propagación de una onda en este

dominio. Los principales planteamientos de la EDP que modela la propaga-

ción están en Operto y Virieux [20], Kamei and Pratt [15] y Carcione [28].

Usando el enfoque de Operto y Virieux, esta ecuación puede ser deducida

mediante leyes que gobiernan la mecánica de la onda propagada en un medio

visco-acústico, que son Ley de Hooke:

−p(x, t) = ∇ · u(x, t) ~M(x, t)

y la Ley de Newton:

∂

∂t
v + γ(x)v =

1

ρ(x)
(∇ · σ + f) ,

donde p es el campo de presión de la onda propagada en el dominio del tiempo,

γ es el inverso de la función de atenuación, σ es el tensor de esfuerzos, f es la

fuerza externa que genera la perturbación, M esta asociado al coeficiente Bulk

que explicaremos mas adelante, ρ es la densidad del medio, v es la velocidad

de propagación de la onda, u es campo de desplazamiento y ~ es el operador

de convolución. Aplicando Transformada de Fourier a las leyes anteriores en

la variable temporal obtenemos la siguientes ecuaciones en el dominio de la

frecuencia.
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1.1. Modelado

1. Derivada temporal de la ley de Hooke

− iωP (ω,x) = M(ω,x)∇ ·V(ω,x) (1.1)

2. Ley de Newton

− iωV(ω,x) = − b(x)

ξ(ω,x)
∇P (ω,x) +

b(x)

ξ(ω,x)
F(ω,x), (1.2)

donde

M(ω,x) = K(x)α(ω,x) = K(x)
1

ξ(ω,x)

ξ(ω,x) = 1 + i
γ(x)

ω

[4].

A partir de las ecuaciones 1.1 y 1.2 obtenemos la ecuación que gobierna la pro-

pagación de una onda en un medio visco-acústico en el dominio de la frecuencia

en dos dimensiones.

Teorema 1.1. Ecuación de Onda en un medio Visco-Acústico en el

Dominio de la Frecuencia.

Sea P (x, ω) el campo de presiones de una Onda que se propaga en un me-

dio Visco-Acústico entonces la Ecuación Diferencial Parcial que modela dicha

propagación viene dada por:

1

ξ(x, ω)
∇·( 1

ρ(x)ξ(x, ω)
∇P (x, ω))+

ω2

K(x)
P (x, ω) =

1

ξ(ω,x)
∇·
(

b(x)

ξ(ω,x)
F(x, ω)

)
(1.3)

donde ρ(x) es la densidad del medio, ξ(x, ω) es la atenuación que hace que

la onda tenga perdida de enerǵıa, esta función es compleja-valuada; K(x) =

c(x)2ρ(x) es el coeficiente de Bulk, c(x) es la velocidad de propagación de la

onda en el medio, F es la fuente con la que se genera la onda y ∇ es el gradiente

de una función [20].
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Caṕıtulo 1. Tomograf́ıa y el Problema Geof́ısico

De la ecuación anterior se puede deducir la Ecuación de Helmholtz. Tomando

ρ(x) y c(x) como funciones constantes y ξ(x, ω) = ξ(ω) es decir, independiente

de la posición obtenemos la la ecuación de Helmholtz no homógenea para un

medio acústico con atenuación.

Definición 1.1. Ecuación de Helmholtz

Definimos la Ecuación de Helmholtz no homogénea como:

∆P (x, ω) + k̃2P (x, ω) = ∇ · F (1.4)

y haciendo F(x, ω) = 0, obtenemos la Ecuación de Helmholtz Homogénea.

A lo largo este trabajo tomaremos k̃ = kξ(ω), k = ω
c

y ξ(ω) = 1 + γ/ω donde

γ depende de la atenuación del medio. Debido a que para la ecuación de

Helmholtz no homogénea se conoce solución anaĺıtica, a partir de esta nos

permitirá realizar comparaciones numéricas para el método que desarrollare-

mos en el caṕıtulo 2

1.1.1. Soluciones Anaĺıticas para Helmholtz

Para la Ecuación Diferencial Parcial que modela la propagación de una onda

en un medio visco-acústico en el dominio de la frecuencias no se conoce solu-

ción anaĺıtica, por eso la solución se realiza mediante métodos numéricos, sin

embargo para algunos casos particulares para esta ecuación se conocen solucio-

nes anaĺıticas. Del la EDP que modela la propagación de una onda en medio

visco-acústico en el dominio de las frecuencias se pueden deducir ecuaciones

de gran relevancia como lo son la ecuación de Helmholtz en el caso homogéneo

y no homogéneo, como se expuso en el caṕıtulo 1. Las soluciones para estas

ecuaciones vienen dadas por la siguientes expresiones:

1. Ecuación de Helmholtz Homogénea: Esta solución es conocida como
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1.1. Modelado

la solución de una onda plana y viene dada por la expresión

P (x, ω) = A(ω)e−i(k̃·x) (1.5)

donde A(ω) es la amplitud de la onda y k̃ el número de onda que corres-

ponde a ω/c en el caso acústico.

2. Ecuación de Helmholtz Inhomogénea: La solución anaĺıtica para la

ecuación de Helmholtz no homogénea viene dada en funciones de Hankel.

Por definición estas funciones de Hankel son:

Función de Hankel de primera especie.

H(1)
n (x) = Jn(x) + iYn(x)

Función de Hankel de segunda especie.

H(2)
n (x) = Jn(x)− iYn(x)

Donde Jn y Yn son funciones de Bessel de primera y segunda especie

respectivamente. Aśı a partir de la funciones de Hankel la solución de

1.4, la ecuación de Helmholtz no homogénea viene dada por:

P (x, ω) = iπH
(2)
0 (k̃r)S(x, ω), (1.6)

donde r =
√

(x− x0)2 + (z − z0)2 y (x0, z0) es la posición de la fuente

[17].

1.1.2. Condiciones De Frontera

Cuando se restringe el dominio computacional únicamente a una sola parte del

dominio f́ısico de interés, para efectos de aumentar la eficiencia computacional

se introducen defectos en las fronteras que no existen en la naturaleza f́ısica

del fenómeno original. Si no se tratan adecuadamente estos defectos, pueden
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Caṕıtulo 1. Tomograf́ıa y el Problema Geof́ısico

introducir polución a la solución e introducir errores numéricos. Los métodos

mas comunes usados en la tomograf́ıa para evitar estos errores es usar

condiciones de frontera convenientes como: Absorbing boundary conditions ó

Absorbing boundary layer.

Las Absorbing boundary layer consisten en introducir una región a lo

largo de las fronteras artificiales donde la ecuación de onda se modifica de tal

manera que la amplitud en esta región decae rápidamente hasta que valor de

la función es igual a 0 en el borde exterior de la región de al frontera. Un tipo

de estas fronteras son las perfectly matched layer (PML) como se muestra en

la figura 1.1, introducidas por Bérenger (1994) originalmente utilizadas para

ondas electromagnéticas, pero ampliamente usadas en variedad de fenómenos

que envuelven propagación de ondas. Las PML produce un decaimiento

exponencial de la amplitud en la región de la frontera.

Las PML se imponen en la ecuación visco-acústica 1.3 en la función ξ,

modificando esta función en la región de la PML como se muestra en la figura

1.1, es decir, cuando se está en el interior del medio visco-acústico la función

ξ viene dada por las propiedades del medio y cuando se está en la frontera

PML esta funciones dependerán de una función ξx o ξz que depende solo

de la posición en x o z dependiendo de la región. Las modificaciones vienen

dadas por la expresión ξx = 1 + iγx(x)/ω y ξz = 1 + iγz(z)/ω, donde las

funciones γ(x) y γz(z) son funciones de decaimiento exponencial de tal manera

que permita el rápido decaimiento de la amplitud, es decir, cuando la on-

da llega a estas regiones y L es el grosor de la PML, como se ve en al figura 1.1.

Las función γx que usaremos en este trabajo para las PML esta dada

por:
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1.2. Full Wave Inversion

Figura 1.1: Configuración de Frontera PML.

γx(x) = a cos( x
xpml

π
2
) para x < xpml

γx(x) = a
(
1− cos

(x−Lx−xpml

xpml

π
2

))
para x > xpml + Lx,

donde xpml es la longitud de la PML, Lx es la longitud de la región fuera de

PML (el dominio de estudio) y el factor a es una constante que se determino

mediante experimentación, obtuvimos que este valor esta relaciona con la fre-

cuencia como mostraremos en el caṕıtulo 3, de igual manera para el valor de

L [20]. De igual manera se define esas funciones para γz.

1.2. Full Wave Inversion

Como observamos en la ecuación visco-acústica 1.3 depende de funciones

como c que es la velocidad de la propagación de la onda, ξ la atenuación y ρ la
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Caṕıtulo 1. Tomograf́ıa y el Problema Geof́ısico

densidad. Para poder resolver dicha Ecuación por algún método matemático

debemos obtener primero valores de dichas funciones. Para esto Tarantola

en 1987 introduce una técnica llamada Full Wave Inversion (FWI). Para

encontrar estos parámetros, FWI utiliza la teoŕıa matemática de Problemas

Inversos y Métodos Iterativos de Minimización [9].

Para llegar al objetivo deseado, es decir, obtener valores de c, ρ, entre

otros, que representen una aproximación a los datos observados se propone

un conjunto inicial de valores numéricos de de esta funciones. Con estos

valores obtenemos una solución de la EDP que modela la propagación de la

onda en un medio. Ya que la solución obtenida no es la esperada, solo es

una aproximación, mediante técnica de métodos iterativos se minimiza una

función de ajuste χ que compara la solución obtenida con información apriori

de nuestro problema, proponiendo nuevos conjuntos de valores numéricos de

los parámetros a partir de los anteriores de tal forma que la nueva solución

obtenida con nuevos valores se ajuste mas a la realidad. Repitiendo cada vez

el proceso hasta el punto de obtener una solución optima y lo mas acercada a

la realidad.

Sea dobs la información apriori sobre nuestro modelo que en general corres-

ponde a los datos observados. Sea m = [m1(x),m2(x), ...] = [c(x), ρ(x), ...],

con m ∈ M donde M es el espacio de todos los posibles conjunto de valores

de c(x),ρ(x), etc. Entonces podemos definir nuestra función χ(m)

χ : M→ R+ ∪ {0}

χ(m) = ||dobs − dcal(m)||, (1.7)

donde || · || es una norma inducida sobre el espacio de la soluciones, que por

lo general viene dada por la norma L2.
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1.2. Full Wave Inversion

Para encontrar un mı́nimo de χ se usan métodos iterativos. Comenzan-

do de un posible modelo inicial m0 y construyendo de manera recurrente a

partir de un modelo mi un nuevo modelo, mi+1 de la siguiente manera:

mi+1 = mi + γihi con χ(mi+1) < χ(mi) (1.8)

donde hi es la dirección del descenso y γi > 0 es la longitud del salto, estos

dos valores dependen del método usado. Existen variedad de técnicas para ob-

tener m̃ que es el valor óptimo que ajusta mejor a las observaciones. Ya que

la función es no lineal el valor de hi depende del gradiente de la función ξ. Los

métodos difieren en la manera de calcular este valor. Los métodos mas comu-

nes usados son Steepest Descent, método de Newton, Gradiente Conjugado y

Método Adjunto [9].
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Caṕıtulo 1. Tomograf́ıa y el Problema Geof́ısico
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Caṕıtulo 2

Esquema Óptimo para Solución

de la Ecuación de Onda

Visco-Acústica

Las Diferencias Finitas es uno de los métodos más usados en la Tomograf́ıa

Śısmica y se obtiene a partir de los Teoremas de Taylor en sus versiones en una

variable A.1 y varias variables A.2. Uno de los grandes inconvenientes de este

método es la necesidad de utilizar aproximaciones de orden superior es decir,

de orden 4, 8 ya que aumentan el tiempo de computo pero mejora la precisión,

es decir, minimiza la dispersión numérica. La dispersión numérica son errores

en la solución debido a que la solución obtenida no es exacta. Para mejorar el

tiempo de cómputo pero a la vez reducir la dispersión numérica Churl-Hyun

Jo [12] en 1996 introduce un nuevo esquema de diferencias Finitas, conocido

como Mallas Mixtas.

En 1996 Churl-Hyun Jo [12] introdujo su nuevo esquema para mejorar

la dispersión numérica para la solución de la Ecuación de Helmholtz que

modela la propagación de una onda en un medio acústico en dos dimensiones.
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Caṕıtulo 2. Esquema Óptimo para Solución de la Ecuación de Onda
Visco-Acústica

Esta técnica utilizada por Operto en [20] consiste en aproximar el Laplaciano

de la ecuación de Helmholtz mediante diferencias finitas con el plano usual y el

plano rotado en 45◦ y dandole un peso a cada una de estas aproximaciones. En

esta formulación el término k̃P , conocido como Lumped Mass de la ecuación

de Helmholtz se aproxima mediante elementos finitos y combinándolo con

la técnica de rotar el plano se obtiene una nueva discretización. Aśı, usando

combinaciones de estos términos con sus nuevas aproximaciones encontramos

los valores óptimos para estos pesos que se le dieron a cada término que

mejoran la dispersión numérica. En 2014 Jing Bo Chen en el dominio de

Laplace-Fourier, muestra un esquema para solucionar la ecuación de onda

con menor dispersión numérica para mallas rectangulares [13]. Usando el

esquema de Churl-Hyun Jo y las ideas de Jing Bo mostraremos una solución

numérica para la ecuación de Helmholtz para un medio con atenuación donde

se optimiza la dispersión numérica.

2.1. Esquema Óptimo de 9 puntos

Para construir el esquema óptimo de 9 puntos para la solución de la Ecuación

de Helmholtz Homogénea, primero recordemos que la ecuación que modela

la propagación de un onda en un medio visco-acústico en el dominio de las

frecuencias en dos dimensiones viene dada por la expresión;

1

ξ(x, ω)
∇·
(

1

ρ(x)ξ(x, ω)
∇P (x, ω)) +

ω2

K(x)
P (x, ω

)
=

1

ξ(ω,x)
∇·
(

b(x)

ξ(ω,x)
F(x, ω)

)
(2.1)

que es nuestra ecuación de estudio y a partir de esta podemos deducir la

ecuación de Helmholtz como lo describimos anteriormente:

∆P (x, ω) + k̃2P (x, ω) = 0, (2.2)

donde k̃ = k(1 + iγ) y k es el número de onda y γ es valor de atenuación.
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2.1. Esquema Óptimo de 9 puntos

A partir de la ecuación de Helmholtz homogénea construiremos el es-

quema de Jo [12] para un medio con atenuación para mejorar la solución

numérica de 1.3.

2.1.1. Discretización del Laplaciano

Mediante Diferencias Finitas de segundo orden para el Laplaciano de la ecua-

ción de Helmholtz 1.4 y denotando P (xm, zn) = Pm,n, obtenemos la siguiente

aproximación para el Laplaciano de la ecuación de Helmholtz:

Γ = ∆Pm,n ≈
Pm+1,n − 2Pm,n + Pm−1,n

∆2
+
Pm,n+1 − 2Pm,n + Pm,n−1

∆2
(2.3)

Ahora para obtener la nueva discretización del Laplaciano, rotamos el plano 45◦

como se muestra en la figura 2.1 y obtenemos un nuevo sistema de coordenadas

para el plano tangente, es decir una nueva estructura de las derivadas.

∂

∂x
=

√
2

2

(
∂

∂x′
+

∂

∂z′

)
∂

∂z
=

√
2

2

(
− ∂

∂x′
+

∂

∂z′

)
,

y usando diferencias finitas sobre el Laplaciano de P (x, z) en el nuevo sistema

coordenado obtenemos

Θ = ∆P (xm, zn) ≈ Pm+1,n−1 − 2Pm,n + Pm−1,n+1

2∆2

+
Pm+,n+1 − 2Pm,n + Pm−1,n−1

2∆2
, (2.4)

entonces el esquema introducido por Jo, se obtiene de combinar el esquema

usual diferencias finitas 2.3 y el esquema de diferencias finitas del plano ro-

tado 2.4 de manera convexa, asi el nuevo esquema de discretización para el

Laplaciano de P viene dado por la expresión:

∆P (xm, zn) ≈ m1Γ + (1−m1)Θ, (2.5)

23



Caṕıtulo 2. Esquema Óptimo para Solución de la Ecuación de Onda
Visco-Acústica

con m1 ∈ [0, 1). En la sección 2.4 mostraremos un método para obtener un

valor de este parámetro de tal manera que la dispersión sea minima.

Figura 2.1: Esquema de Óptimo de 9 puntos

2.1.2. Discretización del término Lumped-Mass

El término k̃2P (x, z) es conocido como Lumped-Mass en el área de la Geof́ısica

y el valor de k̃ complejo introduce la atenuación del medio donde se propo-

paga la onda. En 1984 [16] Marfurt introdujo a partir de Elementos Finitos

una aproximación para este término, dicha aproximación tiene la siguiente

expresión:

Σ0◦ = P (xm, zn) ≈ 1

4
(Pm+1,n + Pm−1,n + Pm,n+1 + Pm,n−1),

que corresponde a la discretización sobre el plano usual, es decir, sin rotar.
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2.2. Consistencia del Esquema

Usando la misma idea de rotar el plano, que se puede visualar en la fi-

gura 2.1 sobre está aproximación obtenemos una nueva discretización para

k̃2P (x, z)

Σ45◦ = P (xm, zn) ≈ 1

4
(Pm+n,m−n + Pm−1,n−1 + Pm−1,n+1 + Pm+1,n+1),

aśı usando la misma idea de Jo, pero para el termino Lumped Mass tenemos

que

Φ(m2,m3) = P (xm, zn) ≈ m2P (xm, zn) +m3Σ0◦ +m4Σ45◦ (2.6)

con
1−m2 − 4m3

4
= m4.

Combinando las ecuaciones 2.5 y 3.9 obtenemos un esquema óptimo de 9 pun-

tos para la discretización de la ecuación de Helmholtz Homogénea para un

medio acústico con atenuación:

∆P (xm, zn) + k̃2P (xm, zn) ≈ m1Γ + (1−m1)Θ + Φ(m2,m3) = 0 (2.7)

donde m1,m2,m3 son parámetros, que según sus valores, buscan mejorar la

dispersión numérica, es decir, lo errores con respecto a la solución real sean

lo mas pequeños posibles. En la sección 2.2 mostraremos que este esquema

es consistente y en la sección 2.4 encontraremos una estrategia para obtener

parámetros óptimos que mejoran la dispersión numérica.

2.2. Consistencia del Esquema

En la sección anterior introdujimos un nuevo esquema para la solución numéri-

ca de la ecuación de Helmholtz Homogénea para un medio con atenuación. En

esta sección mostraremos que este esquema es consistente.
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Caṕıtulo 2. Esquema Óptimo para Solución de la Ecuación de Onda
Visco-Acústica

Definición 2.1. Sea Lu = f una ecuación diferencial parcial y sea Lm,nUm,n =

Fm,n una aproximación por diferencias finitas de la EDP. Sea (xm, zn :=

(x + (m − 1)δx, z + (n − 1)δz). Entonces el esquema de diferencias finitas

es consistente con la EDP Lu = f śı para cada función suave φ = φ(x, z)

(Lφ− f)|x=xm,z=zn − [Lm,nUm,n − Fm,n]→ 0 (2.8)

con δx, δz → 0 y (xm, zn)→ (x, z) [8].

Esta definición es equivalente a la introducida en B.3, solo que esta viene dada

para diferencias finitas. A partir de esta definición mostraremos que dicho

esquema es consistente.

Teorema 2.1. El esquema óptimo de nueve 9 para la ecuación de Helmholtz

Homogénea es consistente.

Demostración: Usando expansión de Taylor de orden 4 para cada termino

del esquema usual de Diferencias Finitas (Γ) obtenemos la siguientes expre-

siones:

Pm−1,n = P +
∂P

∂x
h+

∂2P

∂x2
h2

2!
+
∂3P

∂x3
h3

3!
+
∂4P

∂x4
h4

4!
+O(h4)

Pm+1,n = P − ∂P

∂x
h+

∂2P

∂x2
h2

2!
− ∂3P

∂x3
h3

3!
+
∂4P

∂x4
h4

4!
+O(h4)

Pm,n−1 = P +
∂P

∂z
h+

∂2P

∂z2
h2

2!
+
∂3P

∂z3
h3

3!
+
∂4P

∂z4
h4

4!
+O(h4)

Pm,n+1 = P − ∂P

∂z
h+

∂2P

∂z2
h2

2!
− ∂3P

∂z3
h3

3!
+
∂4P

∂z4
h4

4!
+O(h4)

Por tanto a partir de la expresión 2.3 obtenemos la siguiente

Γ =
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂z2
+
∂4P

∂x4
h2

4!
+
∂4P

∂z4
h2

4!
+O(h2). (2.9)
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2.2. Consistencia del Esquema

Haciendo lo mismo para el esquema de Diferencias Finitas rotadas (Θ) se

tiene que

Pm+1,n−1 = P − ∂P

∂x
h+

∂P

∂z
h− ∂P 2

∂x∂z
h2 +

∂2P

∂x2
h2

2!
+
∂2P

∂z2
h2

2!
− ∂3P

∂x3
h3

3!

+
∂3P

∂x2∂z

h3

3!
− ∂3P

∂x∂z2
h3

3!
+
∂3P

∂z3
h3

3!
+
∂4P

∂x4
h4

4!
− ∂4P

∂x3∂z

h4

4!

+
∂4P

∂x2∂z2
h4

4!
− ∂4P

∂x∂z3
h4

4!
+
∂4P

∂z4
h4

4!
+O(h4)

Pm−1,n−1 = P +
∂P

∂x
h+

∂P

∂z
h+

∂P 2

∂x∂z
h2 +

∂2P

∂x2
h2

2!
+
∂2P

∂z2
h2

2!
+
∂3P

∂x3
h3

3!

+
∂3P

∂x2∂z

h3

3!
+

∂3P

∂x∂z2
h3

3!
+
∂3P

∂z3
h3

3!
+
∂4P

∂x4
h4

4!
+

∂4P

∂x3∂z

h4

4!

+
∂4P

∂x2∂z2
h4

4!
+

∂4P

∂x∂z3
h4

4!
+
∂4P

∂z4
h4

4!
+O(h4)

Pm−1,n+1 = P +
∂P

∂x
h− ∂P

∂z
h− ∂P 2

∂x∂z
h2 +

∂2P

∂x2
h2

2!
+
∂2P

∂z2
h2

2!
− ∂3P

∂x3
h3

3!

− ∂3P

∂x2∂z

h3

3!
+

∂3P

∂x∂z2
h3

3!
− ∂3P

∂z3
h3

3!
+
∂4P

∂x4
h4

4!
− ∂4P

∂x3∂z

h4

4!

+
∂4P

∂x2∂z2
h4

4!
− ∂4P

∂x∂z3
h4

4!
+
∂4P

∂z4
h4

4!
+O(h4)

Pm+1,n+1 = P − ∂P

∂x
h− ∂P

∂z
h+

∂P 2

∂x∂z
h2 +

∂2P

∂x2
h2

2!
+
∂2P

∂z2
h2

2!
− ∂3P

∂x3
h3

3!

− ∂3P

∂x2∂z

h3

3!
− ∂3P

∂x∂z2
h3

3!
− ∂3P

∂z3
h3

3!
+
∂4P

∂x4
h4

4!
+

∂4P

∂x3∂z

h4

4!

+
∂4P

∂x2∂z2
h4

4!
+

∂4P

∂x∂z3
h4

4!
+
∂4P

∂z4
h4

4!
+O(h4)

Aśı para la aproximación del Laplaciano en el plano rotado obtenemos

Θ =
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂z2
+
∂4P

∂x4
h2

4!
+
∂4P

∂z4
h2

4!
+O(h2) (2.10)
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Ahora, haciendo el mismo análisis mediante el Teorema de Taylor pero para

los términos obtenidos en el Lumped Mass se obtiene

Σ0◦ = 4P + 4
∂2P

∂x2
h2 + 4

∂2P

∂z2
h2 +O(h3)

Σ45◦ = 4P + 4
∂2P

∂x2
h2 + 4

∂2P

∂z2
h2 +O(h3)

Aśı obtenemos una aproximación para el término Lumped-Mass

k̃2(m2P +m3Σ0◦ +m4Σ45◦) = k̃2P + k̃2
1

2
(m3 +m4)

(
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂z2

)
h2 +O(h3)

De la expresión anterior y de 2.9, 2.10 se obtiene que

m1Γ + (1−m1)Θ + Φ(m2,m3) =
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂z2
+ k̃2P +h2(v1 + v2 + v3) +O(h2),

donde

v1 = (1−m1)

(
∂4P

∂x4
1

4!
+
∂4P

∂z4
1

4!

)
v2 = m1

(
∂4P

∂x4
1

4!
+
∂4P

∂z4
1

4!

)
v3 = (m3 +m4)

(
4
∂2P

∂x2
+ 4

∂2P

∂z2

)
Aśı de la definición 2.1 y la ecuación anterior obtenemos la consistencia del

método óptimo de 9 puntos. Ademas podemos concluir que el orden de con-

vergencia del esquema óptimo de 9 puntos es cuadrático.

2.3. Dispersión Numérica

Métodos numéricos como las Diferencias Finitas para solucionar la Ecuación

de Helmholtz 1.4 se ven afectados por la dispersión numérica que puede
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ser importantes, especialmente si el número de onda es grande con respecto

al tamaño de la malla. La dispersión numérica es el error generado por la

discretización, es decir, que tanto se aleja la solución obtenida de la real

El error de la contaminación, en comparación con el error de interpola-

ción estándar, es de naturaleza global porque las fuentes del error afectan

(contaminan) la solución en todo el dominio, y no sólo cuando la resolución

de la malla no es suficientemente buena para aproximar adecuadamente la

solución. Por lo tanto, el error no se puede eliminar mediante el refinamiento

local, incluso si la cantidad a evaluar es definido localmente.

Para cuantificar este error se realizan comparaciones entre los valores

numéricos obtenidos para la solución de la EDP durante la aplicación de

Diferencias Finitas y la solución teórica de esta. Por ejemplo, el número de

onda correspondiente a la solución aproximada es diferente del valor teórico.

Los errores correspondiente están directamente relacionados con el error de

dispersión y con los resultados.

Para poder cuantificar la dispersión numérica generada por la aproxi-

mación es necesario comparar la solución numérica obtenida con la solución

anaĺıtica o en nuestro caso, el esquema óptimo de 9 puntos con la solución a la

ecuación de Helmholtz No Homogénea para un medio acústico con atenuación

(eq 1.6). Aśı cuantificamos el error.

error =
||P − PN ||
||P ||

(2.11)

donde P es la solución análitica, PN solución numérica y || · || es alguna norma,

que para nuestro caso será la norma || · ||2 [2].
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2.4. Estrategia para obtención de Parámetros

Óptimos mi

Para obtener valores de los parámetros de 2.7 que minimizan la dispersión

numérica, usaremos la solución anaĺıtica para la ecuación de Helmholtz

1.4, discretizándola y reemplazándola en la ecuación 2.7 de tal manera

que posteriormente despejando k̃ de la expresión que se obtiene se hace la

comparación entre el número de onda numérico y el teórico de tal manera de la

expresión obtenida se acerque al valor de uno y posteriormente minimizando

las funciones obtenidas se consigue los valores de los parámetros en 2.7 que

minimizan la dispersión.

Primero recordemos la solución a la ecuación de Helmholtz Homogénea

viene dada por la ecuación de onda plana 1.4

P (r) = P0e
−i(k̃·r)

donde r = (x, z) y (k̃ · r) = k̃x cos(θ) + k̃z sin(θ)

Discretizando la solución de una onda plana obtenemos las siguiente expresión

Pm,n = P0e
ik̃h[m cos(θ)+n sin(θ)]

donde θ es en ángulo de propagación del frente de onda y h es la norma de la

partición.

Aśı para cada punto del plano usual y rotado, como se muestra en la
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figura 2.1 tenemos que

Pm+1,n = Pm,ne
ik̃h cos(θ)

Pm−1,n = Pm,ne
−ik̃h cos(θ)

Pm,n+1 = Pm,ne
ik̃h sin(θ)

Pm,n−1 = Pm,ne
−ik̃h cos(θ)

Pm+1,n+1 = Pm,ne
ik̃h(cos(θ)+sin θ)

Pm−1,n+1 = Pm,ne
ik̃h(− cos(θ)+sin θ)

Pm+1,n−1 = Pm,ne
ik̃h(cos(θ)−sin θ)

Pm−1,n−1 = Pm,ne
−ik̃h(cos(θ)+sin θ)

Reemplazando en ∆P (xi, zj)+ k̃2P (xi, zj) ≈ m1Γ+(1−m1)Θ+Φ(m2,m3) = 0

(2.7) obtenemos

T1(Pm+1,n + Pm−1,n + Pm,n+1 + Pm,n−1)

+T2(Pm+1,n+1 + Pm−1,n+1 + Pm+1,n−1 + Pm−1,n−1) + T3Pm,n = 0
(2.12)

donde T1 =
m1

h2
+k̃2m3, T2 =

1−m1

2h2
+k̃2m4 y T3 =

−4m1

h2
−2(1−m1)

h2
+k̃2m2.

Ya que Pm,n 6= 0 y utilizando el hecho que cos θ = 1
2
(eiθ + e−iθ) obte-

nemos

2T1[cos(k̃h cos(θ)) + cos(k̃h sin(θ))] (2.13)

+4T2[cos(k̃h cos(θ)) cos(k̃h sin(θ))] + T3 = 0 (2.14)

Ahora tomando k̃ = kr + iki entonces hkr =
2π

Gr

= 2πτr y hki =
2π

Gi

= 2πτi

donde Gr =
1

τr
y Gi =

1

τi
(Gr y Gi son llamados número de malla y

pseudonúmero de malla).
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Por tanto tenemos que

k̃h cos(θ) = 2πτr cos(θ) + i2πτi cos(θ)

k̃h sin(θ) = 2πτr sin(θ) + i2πτi sin(θ)

Definamos
p1 = 2πτr sin(θ), p2 = 2πτi sin(θ)

q1 = 2πτr cos(θ), q2 = 2πτi cos(θ),

usando la expresión para el coseno con argumento complejo se obtiene las

siguientes expresiones

cos(q1 + iq2) = cos(q1) cosh(q2)− i sin(q1) sinh(q2)

cos(p1 + ip2) = cos(p1) cosh(p2)− i sin(p1) sinh(p2),

denotando las expresiones anteriores de la siguiente manera

α = cos(q1) cosh(q2), β = sin(q1) sinh(q2)

µ = cos(p1) cosh(p2), η = sin(p1) sinh(p2),

podemos simplificar 2.14 en la siguiente expresión

2T1(µ− iη + α− iβ) + 4T2(µ− iη)(α− iβ) + T3 = 0 (2.15)

y despejando k̃

k̃2 =
1

h2
2b[2− (µ+ α− i(η + β))] + 2c[1− (µ− iη)(α− iβ)]

d+ 2e[(µ+ α− i(η + β))] + 4f(µ− iη)(α− iβ)
. (2.16)

Para obtener una expresión más simple de k̃ reescribimos nuestra expresión

anterior 2.16. Recordemos que m4 =
1−m2 − 4m3

4
y definiendo las siguientes

expresiones:

V = [2(2− µ− α)− 2(1− µα + ηβ)]m1 + 2(1− µα + ηβ)

Ṽ = 2[(η + β)− (ηα + µβ)]m1 + 2(ηα + µβ)

W = [1− (µα− ηβ)]m2[2(µ+ α)− 4(µα− ηβ)]m3 + (µα− ηβ)

W̃ = [ηα + βµ]m2 + [4(ηα + βµ)− 2(η + β)]m3 − (ηα + βµ),
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aśı 2.16 queda de la siguiente manera:

k̃2 =
1

h2
V + iṼ

W + iW̃
,

sacando ráız cuadrada ambos lados obtenemos

k̃ =
1

h

(A2 +B2)1/4

R
[cosφ′ + i sinφ′] (2.17)

donde:

A = VW + Ṽ W̃

B = Ṽ W − W̃V

R2 = W 2 + W̃ 2

φ′ = tan−1(B
A

) donde φ′ es el argumento principal.

Separando la parte compleja y real se obtiene

kr =
1

h

(A2 +B2)1/4

R
cosφ′

ki =
1

h

(A2 +B2)1/4

R
sinφ′,

dividiendo las expresiones anteriores por k que corresponde al número de onda

teórico definimos las siguiente funciones:

M :=
kr
k

=
1

2πτr

(A2 +B2)1/4

R
cosφ′ (2.18)

N :=
ki
k

=
1

2πτi

(A2 +B2)1/4

R
sinφ′, (2.19)

donde M y N dependen de θ, τr, τi m1,m2 y m3.

Para encontrar nuestro parámetros óptimos suponemos N,M → 1, para que

la diferencia entre los valores numéricos y teóricos sea mı́nima, es decir, la dis-

persión numérica sea menor. A partir de esta suposición definimos una función

objetivo a minimizar [13]
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χ(m1,m2,m3) =

∫
V

(1−M)2 + (1−N)2dV, (2.20)

donde V = [θmin, θmax]× [τrmin, τrmax]× [τimin, τimax].

Para encontrar los parámetros m1,m2,m3 que minimizan esta función

desarrollamos un algoritmo en el lenguaje de programación PYTHON y se

obtuvieron los siguientes parámetros.

m1 = 0.6667,m2 = 0.6556,m3 = 0.0889

Observaciones

Vemos que si tomamos m1 = 1, m2 = 1 y m3 = 0 obtenemos el esquema

usual de diferencias finitas para la ecuación de Helmholtz

Si tomamos a k̃ como un numero real y haciendo N = 0 obtenemos el

esquema de Jo para un medio acústico y aplicando la misma técnica de

minimización obtenemos los valores de los parámetros encontrados en

este art́ıculo [12].

El método solo es consistente cuando se utilizan mallas cuadradas, i.e,

cuando ∆x = ∆z

2.5. Descripción Código

Como comentamos anteriormente, para obtener parámetros óptimos a partir

de la ecuación 2.20 desarrollamos un algoritmo en el lenguaje de Programa-

ción PYTHON, para poder encontrar valores minimos para la función 2.20

utilizamos las siguientes libreŕıas de dicho lenguaje.

Numpy: Es la libreŕıa cient́ıfica de Python que contiene la funciones como

seno, sqrt, entre otras, ademas permite el manejo de vectores a diferencia

de la libreŕıa Math
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Scipy: Es el paquete de análisis numérico. Usamos la siguientes funciones

• integrate.nquad : Es una función para calcular integrales multiples

usando la cuadratura .Gaussian.

• minimize.fmin bfgs: Es un método de minimización llamado Al-

goritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno, que es usado para

encontrar mı́nimos de funciones mediante el gradiente. Calcula el

gradiente para la dirección del descenso con diferencias finitas.

2.6. Resultados y Comparaciones

A partir de los parámetros obtenidos mostraremos resultados y comparaciones

realizas con las solución anaĺıtica, el esquema usual de Diferencias Finitas y el

esquema óptimo de 9 puntos introducido en este caṕıtulo.

2.6.1. Análisis de Dispersión Numérica

Recordemos que la velocidad de propagación de fase viene dada por la expre-

sión Vph =
ω

k
= c y ademas la velocidad de propagación de fase numérica es

V N
ph =

ω

kN
, por tanto tenemos que

V N
ph

c
=
kN

k
(2.21)

y denotando vr como la velocidad de fase numérica real y vi la pseudoveloci-

dad de fase numérica o velocidad de atenuación numérica, definiendo v := c

obtenemos que

vr
c

=
kr
k

vi
c

=
ki
k

[8].
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A partir de las igualdades anteriores y los parámetros obtenidos, pode-

mos realizar una Análisis de Dispersión, comparando el esquema usual de

Diferencias Finitas (El esquema de 5 puntos) y el esquema Óptimo de 9

puntos introducido por Jo (El esquema de 9 puntos). Para realizar estas

comparaciones comparamos realizamos gráficas de las funciones M y N (2.18

y 2.19) para los dos esquemas.

Las figuras 2.2 que corresponde a la gráfica de M muestran 1/Gr, don-

de Gr es el número de malla real contra la velocidad de propagación de

fase numérica normalizada vr/v para diferentes ángulo de propagación

de la onda y fijando para cada caso el valor de 1/Gi (Gi corresponde al

número de malla complejo). De igual manera para 2.3 que corresponde

a N , se gráfica 1/Gi contra la velocidad de atenuación normalizada para

diferentes ángulos fijando 1/Gr. La lineas solidas en las figuras corresponde

al esquema de 9 puntos mientras las punteadas al esquema usual de 5

puntos. En las figuras se pueden apreciar la diferencia en la dispersión de

los dos métodos, donde se ve un gran mejora en el de 9 puntos vs el de 5 puntos

De las figuras 2.2 y 2.3 podemos observar que a mayores valores de

1/Gi y 1/Gr mayor la dispersión numérica en el esquema de 5 puntos, es

decir, en el esquema usual de Diferencias Finitas, alcanzado errores hasta del

10 %. Para el esquema optimo de 9 puntos, el valor más alto de error es del 1 %.

Ademas de la gráficas anteriores, se observa también que un valor ópti-

mo para Gr es 23 en el esquema de 5 puntos, ya que es el valor donde presenta

menor dispersión numérica y para el esquema óptimo de 9 puntos es 7. Para

las gráficas 2.4, es decir para M variando 1/Gr y 1/Gi obtuvimos valores

de vr/v para diferentes ángulos de propagación de la onda, comparando

los esquemas de Diferencias Finitas usual y el esquema de 9 puntos, donde
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Figura 2.2: Velocidad Fase Normalizada vr/v para el esquema de 5 puntos y 9

puntos, para diferentes ángulos de propagación. Fijando en cada gráfica 1/Gi

y variando 1/Gr.

37
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Figura 2.3: Velocidad de Atenuación Normalizada vi/v para el esquema de 5

puntos y 9 puntos, para diferentes ángulos de propagación. Fijando en cada

gráfica 1/Gr y variando 1/Gi.
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se pueden observar la diferencias entre las dispersiones numéricas siendo

mayor en el esquema de 5 puntos. Lo mismo sucede para la gráfica 2.5 que

corresponde a N , que se varian los parámetros 1/Gr y 1/Gi y se obtienen

valores para la velocidad de atenuación normalizada vi/v para diferentes

ángulos.

2.6.2. Comparaciones Numéricas

Para diferentes números de ondas k̃ = kr+iki y variando la cantidad de puntos

de la discretización para un dominio (0, 1)× (0, 1) con una velocidad constante

de 2km/s y la fuente es una función Ricker S que esta ubica en el centro del

dominio y tiene la siguiente forma:

S = − b
ξ

2√
π

f 2

f 3
M

e
−f2

f2
M ,

donde b depende de la velocidad, ξ de la frecuencia propia de la onda, fM

es la frecuencia del la fuente, que corresponde a 50Hz, f es la frecuen-

cia propia del medio. Obtuvimos las siguientes tablas comparando el error

||Preal−Pnum||/||Preal||, donde Preal es la solución anaĺıtica para la ecuación de

Helmholtz no Homogénea y Pnum la solución numérica para el esquema usual

de diferencias finitas (5p) y el esquema óptimo de 9 puntos (9p). Recordemos

que la solución anaĺıtica viene dada por:

P (x, ω) = iπH
(2)
0 (k̃r)S(x, ω),

donde H
(2)
0 es la función de Hankel. Las condiciones de frontera viene siendo

las descritas en 1.1. Todas estos cálculo fueron realizados en MATLAB.

Fijando un valor de z = 0, 1 y para diferentes kr y ki se obtuvieron lo

siguientes valores de la diferencia en la norma del supremo de la solución

numérica y la anaĺıtica para cada método numérico respectivamente
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Figura 2.4: Velocidad de propagación Normalizada vr/v para el esquema de 5

puntos y 9 puntos, variando 1/Gr y 1/Gi. Para diferentes ángulos de propaga-

ción
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Figura 2.5: Velocidad de Atenuación Normalizada vi/v para el esquema de 5

puntos y 9 puntos, variando 1/Gr y 1/Gi. Para diferentes ángulos de propaga-

ción
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Caṕıtulo 2. Esquema Óptimo para Solución de la Ecuación de Onda
Visco-Acústica

kr = 30, ki = 10

N 6 13 27

5p 0, 17122 0, 1592 0, 15861

9p 0,16129 0,14932 0,15348

kr = 30, ki = 30

N 6 13 27

5p 0, 2490 0, 3722 0, 3003

9p 0,399906 0,39767 0,30852

kr = 200, ki = 10

N 129 257 513

5p 1, 5344 0, 58824 0, 16669

9p 0,10384 0,033515 0,029648

kr = 200, ki = 30

N 129 257 513

5p 1, 47459 0, 84569 0, 24233

9p 0,10384 0,55838 0,097055

kr = 200, ki = 200

N 129 257 513

5p 1, 7335 0, 37206 0, 17484

9p 0,7875 0,092608 0,1123

kr = 500, ki = 10

N 513 601 701 801

5p 1, 5537 1, 2127 0, 912 0,713

9p 0,04677 0,023446 0,013551 0,0090228

kr = 500, ki = 30

N 513 601 701 801

5p 1, 6183 1, 2898 0, 93051 0,66878

9p 0,051642 0,02643 0,15282 0,0098639

kr = 500, ki = 200

N 513 601 701 801

5p 0, 4428 0, 34552 0, 2655 0,20875

9p 0,017489 0,013207 0,011751 0,010441
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2.6. Resultados y Comparaciones

kr = 500, ki = 500

N 513 601 701 801

5p 0, 90159 11, 84423 6976 3,0914

9p 0,1371 0,021466 0,004633 0,0082978

Como se puede observar en las tablas anteriores los errores relativo obtenidos

entre comparar la solución anaĺıtica y numérica, el método de 9 puntos es

muchas mas preciso que a diferencia del método de 5 puntos y más aun para

número de onda grandes del orden de 100 o mas el esquema de 9 puntos tiene

un gran precisión.

Ademas se obtuvieron las gráficas 2.6 donde se muestra que para dife-

rentes valores de k̃ se puede evidenciar la mejora del método introducido

en este caṕıtulo en comparación al esquema usual de diferencias finitas,

comparando con la solución anaĺıtica.
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Caṕıtulo 2. Esquema Óptimo para Solución de la Ecuación de Onda
Visco-Acústica
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Figura 2.6: Comparación numérica entre la solución anaĺıtica a Helmholtz no

homogéneo, el esquema de 5 puntos y 9 puntos para diferentes números de

onda, graficando el dominio en x vs la amplitud normalizada.
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Caṕıtulo 3

Modelado para la Ecuación

Visco-Acústica 2D en el dominio

de las frecuencias

Mostraremos como solucionar la ecuación que modela la propagación de

una onda en un medio visco-acústico en 2D mediante el esquema óptimo

introducido en el caṕıtulo 2, mediante este método obtenemos una solución

con menor dispersión numérica y usando la Fronteras Absorbentes (PMLs),

para evitar las reflexiones en la frontera [9].

Como expone en la sección B los problemas inversos acarrean un pro-

blema grande cuando el problema se resuelve por métodos iterativos, ya que

si la matriz A tiene un número de condición grande, la solución obtenida es

probablemente muy alejada a lo esperado como se muestra en el ejemplo de

la sección de número de condición.

Del número de condición de la matriz obtenida al discretizar nuestra

ecuación 1.3 con el método expuesto en el caṕıtulo 2, es una matrix mal
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Caṕıtulo 3. Modelado para la Ecuación Visco-Acústica 2D en el dominio de
las frecuencias

condicionada ya que su número de condición aumenta con respecto a la

frecuencia (ω) como mostraremos en la sección B.1 para diferentes modelos

de velocidad de velocidad.

Por lo anterior ya que el la solución por métodos iterativos para nues-

tro problema es inestable se debe precondicionar nuestro problema como se

muestra en la sección B.1.2 para obtener una mejor respuesta a esta.

3.1. Discretización

Usaremos el esquema construido en la caṕıtulo 2 para discretizar la ecuación

que modela la propagación de una onda en un medio visco-acústico 1.3.

Recordemos que la ecuación 1.3 viene dada por la expresión

1

ξ(x, ω)
∇·( 1

ρ(x)ξ(x, ω)
∇P (x, ω))+

ω2

K(x)
P (x, ω) =

1

ξ(ω,x)
∇·
(

1

ξ(ρ(x)ω,x)
F(x, ω)

)
donde ρ(x) es la densidad del medio, ξ(x, ω) es la atenuación que hace

que la onda tenga perdida de enerǵıa, esta función es compleja-valuada;

K(x) = c(x)2ρ(x) es el coeficiente de Bulk, c(x) es la velocidad de propaga-

ción de la onda en el medio, F es la fuerza de la fuente con la que se genera

la onda y ∇ es el gradiente de la función.

Recordemos que esta ecuación viene de la siguientes leyes 1.1 y 1.2 ex-

puesta en la caṕıtulo 1.

1. Derivada temporal de la ley de Hooke

− iωP (ω,x) =
K(x)

ξ(ω,x)
∇ ·V(ω,x) (3.1)

2. Ley de Newton

−iωV(ω,x) = − b(x)

ξ(ω,x)
∇P (ω,x) +

b(x)

ξ(ω,x)
F(ω,x),
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3.1. Discretización

. Tomando S(ω,x) =
b(x)

ξ(ω,x)
F(ω,x), ya que la Ley de Newton es una función

vectorial y tomando x = (x, z), la podemos descomponer como:

−iωVx(ω, x, z) = − b(x, z)

ξ(ω, x, z)

∂P (ω, x, z)

∂x
+ Sx(ω, x, z) (3.2)

−iωVz(ω, x, z) = − b(x, z)

ξ(ω, x, z)

∂P (ω, x, z)

∂z
+ Sz(ω, x, z). (3.3)

Para poder realizar un discretización más eficiente, la discretización de la ecua-

ción visco-acústica la realizaremos a partir de la dos anteriores ecuaciones y

usando malla intercaladas, es decir tomando los puntos medios entre dos pun-

tos de la malla.

3.1.1. Discretización en Malla Intercalada Usual

Usando Diferencias Finitas de Segundo orden para las componentes de la ve-

locidad V [
∂Vx
∂x

]
m,n

≈ 1

h
(Vxm+1/2,n

− Vxm−1/2,n
) (3.4)[

∂Vz
∂z

]
m,n

≈ 1

h
(Vzm,n+1/2

− Vzm,n−1/2
) (3.5)

Entonces a partir de las ecuaciones 3.4 y 3.5 podemos obtener la discretización

de los términos con derivadas de 3.1, 3.2 y 3.3.

−iωVxm+1/2,n
= −

bm+1/2,n

ξm+1/2,n

1

h
(Pm+1,n − Pm,n)

−iωVxm−1/2,n
= −

bm−1/2,n
ξm−1/2,n

1

h
(Pm,n − Pm−1,n)

−iωVzm,n+1/2
= −

bm,n+1/2

ξm,n+1/2

1

h
(Pm,n+1 − Pm,n)

−iωVzm,n−1/2
= −

bm,n−1/2
ξm,n−1/2

1

h
(Pm,n − Pm,n−1)

−iωξm,nPn,m
Km,n

=
1

h
(Vxm+1/2,n

− Vxm−1/2,n
) +

1

h
(Vzm,n+1/2

− Vzm,n−1/2
)
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Caṕıtulo 3. Modelado para la Ecuación Visco-Acústica 2D en el dominio de
las frecuencias

ya que el inverso de la función de densidad y la función de atenuación solo

tiene valores sobre los puntos de mallas, definimos bm+1/2,n = 1
2
(bm+1,n + bm,n)

y ξm+1/2,n = 1
2
(ξm+1,n + ξm,n). De igual manera para los otros sub́ındices.

Aśı nuestra discretización vendŕıa dada por:

Γ = −(η1m,n + η2m,n + η3m,n + η4m,n)Pm,n+1 + η1m,nPm+1,n

+ η2m,nPm−1,n + η3m,nPm,n+1 + η4m,nPm,n−1,

(3.6)

donde η1m,n =
bm+1/2,n

ξm,nξm+ 1/2, n
, η2m,n =

bm−1/2,n
ξm,nξm− 1/2, n

, η3m,n =

bm,n+1/2

ξm,nξm, n+ 1/2
y η4m,n =

bm,n−1/
ξm,nξm, n− 1/2

.

3.1.2. Discretización en Malla Intercala Rotada

Usando rotación del plano tangente obtenemos las siguientes ecuaciones

−iωξ(x, z, ω)

K(x, z)
P (x, z, ω) =

1√
2

[
∂Vx(x, z, ω)

∂x′
+
∂Vx(x, z, ω)

∂z′

]
+

1√
2

[
∂Vz(x, z, ω)

∂x′
+
∂Vz(x, z, ω)

∂z′

]
−iωVx(x, z, ω) =

1√
2

b(x, z)

ξ(x, z, ω))

[
∂P (x, z, ω)

∂x′
+
∂P (x, z, ω)

∂z′

]
−iωVz(x, z, ω) =

1√
2

b(x, z)

ξ(x, z, ω)

[
− ∂P (x, z, ω)

∂x′
+
∂P (x, z, ω)

∂z′

]
.

(3.7)

Usando Diferencias Finitas para mallas Intercalas en nuestro nuevo plano,

obtenemos la siguientes expresiones:[∂Vx
∂x′

]
m,n

≈ 1√
2

1

∆x
(Vxm+1/2,n−1/2

− Vxm−1/2,n+1/2
)[∂Vx

∂z′

]
m,n

≈ 1√
2

1

∆z
(Vxm+1/2,n+1/2

− Vxm−1/2,n−1/2
)
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3.1. Discretización

De manera identica se obtiene las aproximaciones de
[
∂Vz
∂x′

]
i,j

y
[
∂Vz
∂z′

]
i,j

Ahora las aproximaciones para las derivadas parciales de P en estos

puntos de mallas resultante de Vx y Vz vienen dados por las siguientes

expresiones

[∂P
∂x′

]
m+1/2,n−1/2

≈ 1√
2

1

∆x
(Pm+1,n+1 − Pm,n)[∂P

∂x′

]
m+1/2,n+1/2

≈ 1√
2

1

∆x
(Pm+1,n − Pm,n+1)[∂P

∂x′

]
m−1/2,n+1/2

≈ 1√
2

1

∆x
(Pm,n − Pm−1,n+1)[∂P

∂x′

]
m−1/2,n−1/2

≈ 1√
2

1

∆x
(Pm,n−1 − Pm−1,n)[∂P

∂z′

]
m+1/2,n−1/2

≈ 1√
2

1

∆z
(Pm+1,n − Pm,n−1)[∂P

∂z′

]
m+1/2,n+1/2

≈ 1√
2

1

∆z
(Pi+1,j+1 − Pm,n)[∂P

∂z′

]
m+1/2,n−1/2

≈ 1√
2

1

∆z
(Pm,n+1 − Pm−1,n)[∂P

∂z′

]
m+1/2,n−1/2

≈ 1√
2

1

∆z
(Pm+1,n − Pm,n−1)[∂P

∂z′

]
m−1/2,n−1/2

≈ 1√
2

1

∆z
(Pm,n − Pn−1,n−1).

Reemplazando estas discretizaciones anteriores en la ecuación 3.7 obtenemos

la siguiente expresión

Θ = κ1m,nPm+1,n−1 + κ2m,nPm+1,n + κ4m,nPm+1,n+1 + κ4m,nPm,n−1 + κ5m,nPm,n

+ κ6m,nPm,n+1 + κ7m,nPm−1,n−1 + κ8m,nPm−1,n + κ9m,nPm+1,n+1, (3.8)

donde

κ1m,n = −1
4h2
bm+1/2,n−1/2

[
1

ξm,nξm+1/2,n
− 1

ξm,nξm,n−1/2

]
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κ2m,n =
1

4h2

(
bm+1/2,n−1/2

[
− 1

ξm,nξm+1/2,n

+
1

ξm,nξm,n−1/2

]
+ bm+1/2,m+1/2

[
− 1

ξm,nξm+1/2,n

+
1

ξm,nξm,m+1/2

])
κ3m,n = 1

4h2
bm+1/2,n+1/2

[
1

ξm,nξm+1/2,n
+ 1

ξm,nξm,n+1/2

]
κ4m,n =

1

4h2

(
bm+1/2,n−1/2

[
1

ξm,nξm+1/2,n

− 1

ξm,nξm,n−1/2

]
+ bm−1/2,n−1/2

[
1

ξm,nξm−1/2,n
− 1

ξm,nξm,n−1/2

])

κ5m,n =
1

4h2

(
bm+1/2,n−1/2

[
1

ξm,nξm+1/2,n

− 1

ξm,nξm,n−1/2

]
+ bm−1/2,n−1/2

[
1

ξm,nξm−1/2,n
+

1

ξm,nξm,n−1/2

]
+ bm+1/2,n+1/2

[
1

ξm,nξm+1/2,n

− 1

ξm,nξm,n+1/2

]
+ bm−1/2,n−1/2

[
1

ξm,nξm−1/2,n
+

1

ξm,nξm,n−1/2

])

κ6m,n =
1

4h2

(
bm−1/2,n+1/2

[
1

ξm,nξm−1/2,n
− 1

ξm,nξm,n+1/2

]
+ bm+1/2,n+1/2

[
1

ξm,nξm+1/2,n

− 1

ξm,nξm,n+1/2

])
κ7m,n = 1

4h2
bm−1/2,n+1/2

[
1

ξm,nξm−1/2,n
+ 1

ξz,jξm,n+1/2

]

κ8m,n =
1

4h2

(
bm−1/2,n+1/2

[
− 1

ξm,nξm−1/2,n
+

1

ξm,nξm,n+1/2

]

+ (bm−1/2,n−1/2

[
− 1

ξm,nξm−1/2,n
+

1

ξm,nξm,n−1/2

])

κ9m,n = −1
4h2
bm−1/2,n+1/2

[
1

ξm,nξm−1/2,n
+ 1

ξm,nξm,n+1/2

]
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3.1. Discretización

3.1.3. Discretización del término Lumped Mass

Para la discretización del término ω2

K(x,z)
P (x, z, ω) que se conoce como Lumped

Mass es igual a la que se realizo en el caṕıtulo 2 debido que este término no

posee términos con derivadas.

Σ0◦ = P (xm, zn) ≈ 1

4
(Pm+1,n + Pm−1,n + Pm,n+1 + Pm,n−1)

Σ45◦ = P (xm, zn) ≈ 1

4
(Pm+n,m−n + Pm−1,n−1 + Pm−1,n+1 + Pm+1,n+1),

y combinando los términos anteriores obtenemos la aproximación para el Lum-

ped Mass:

ω2

Km,n

Pm,n = Φ(m2,m3) ≈
ω2

Km,n

(m2Pm,n +m3Σ0◦ +m4Σ45◦) (3.9)

con
(1−m2 − 4m3)

4
= m4.

3.1.4. Problema Inverso para la Discretización

A partir de las discretizaciones obtenidas anteriormente obtenemos un esque-

ma óptimo de 9 puntos para la Ecuación Visco-Acústica en el dominio de la

Frecuencia en 2D:

m1Γ + (1−m1)Θ + Φ(m2,m3) = Sm,n, (3.10)

donde Γ viene de la discretización usual Θ de la rotación del plano, Φ

del Lumped Mass, Sm,n la discretización de la fuente y m1,m2,m3 son los

parámetros obtenidos en el caṕıtulo 2.

Aśı para un punto de la malla (xm, zn), se tiene que la discretización

del valor de la presión en este punto a partir de la ecuaciones 3.6, 3.8 y 3.9
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viene dado por:

Sm,n = β1m,nPm+1,n−1 + β2m,nPm+1,n + β3m,nPm−1,n+1 + β4m,nPm,n−1 + β5m,nPm,n

+ β6m,nPm,n+1 + β7m,nPm−1,n−1 + β8m,nPm−1,n + β9m,nPm+1,n+1, (3.11)

donde

β1m,n = (1−m1)κ1 − ω2

Km,n
(m2

4
+m3 − 1

4
)

β2m,n = m1η1 +−(1−m1)(κ2) + ω2

Km,n
m3

β3m,n = (1−m1)κ3 − ω2

Km,n
(m2

4
+m3 − 1

4
)

β4m,n = m1η4 − (1−m1)κ4 +m3
ω2

Km,n

β5m,n = m2
ω2

Km,n
− (η1 + η2 + η3 + η4)m1 − (1−m1)κ5

β5m,n = m1η1 − (1−m1)κ6 +m3
ω2

Km,n

β7m,n = (1−m1)κ7 − ω2

Km,n
(m2

4
+m3 − 1

4
)

β8m,n = m1η2 − (1−m1)κ8 +m3
ω2

Km,n

β9m,n = (1−m1)κ7 − ω2

Km,n
(m2

4
+m3 − 1

4
)

Ya que la discretización de P depende de dos valores (xm, zn) entonces su

discretización corresponde a una matrix, por tanto reorganizamos de forma

que nos resulte un vector y aśı poder armar el sistema Ap = S, donde p es un

vector de tamaño (Nx · Nz) × 1 donde las primeras Nx entradas corresponde

a la primera fila de P , las siguientes Nx entradas son la segunda fila de P y

aśı sucesivamente. De igual manera se construye el vector S que corresponde

a la discretización de la fuente. Por otra parte A es una matriz dispersa de 9

diagonales cuyas entradas no nulas son los coeficientes que acompañan Pi,j de

tamaño Nx · Nz × Nx · Nz. Por ejemplo, supongamos que Nx = 3 y Nz = 4

entonces nuestro dominio seria:
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3.1. Discretización

y por tanto nuestra matrix quedaŕıa de la siguiente manera



β50,0 β60,0 0 β90,0 β20,0 β10,0 0 0 0 0 0 0

β40,1 β50,1 β60,1 0 β90,1 β20,1 β10,1 0 0 0 0 0

0 β40,2 β50,2 β60,2 0 β90,2 β20,2 β10,2 0 0 0 0

β30,3 0 β40,3 β50,3 β60,3 0 β90,3 β20,3 β10,3 0 0 0

β81,0 β31,0 0 β41,0 β51,0 β61,0 0 β91,0 β21,0 β11,0 0 0

β71,0 β81,1 β31,1 0 β41,1 β51,1 β61,1 0 β91,1 β81,1 β11,1 0

0 β71,2 β21,2 β31,2 0 β41,2 β51,2 β61,2 0 β91,2 β21,2 β11,2

0 0 β71,3 β81,2 β31,3 0 β41,3 β51,3 β61,3 0 β91,3 β21,3

0 0 0 β72,0 β82,0 β32,0 0 β42,0 β52,0 β62,0 0 β92,0

0 0 0 0 β72,1 β82,1 β32,1 0 β42,1 β52,1 β62,1 0

0 0 0 0 0 β72,2 β82,2 β32,2 0 β42,2 β52,2 β62,2

0 0 0 0 0 0 β72,3 β82,3 β32,3 0 β42,3 β52,3



·



P0,0

P0,1

P0,2

P0,3

P1,0

P1,1

P1,2

P1,3

P2,0

P2,1

P2,2

P2,3
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Caṕıtulo 3. Modelado para la Ecuación Visco-Acústica 2D en el dominio de
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= 

S0,0

S0,1

S0,2

S0,3

S1,0

S0,1

S0,2

S0,3

S2,0

S2,1

S2,2

S2,3



3.1.5. Ejemplos

1 A partir de la discretización expuesta en las secciones anteriores para la

Ecuación de Onda para un medio visco-acústico en el dominio de las frecuencias

podemos obtener soluciones numéricas para dicha ecuaciones para diferentes

modelos de velocidad y frecuencias. Para la condiciones de frontera usaremos

las PMLs expuesta en la sección 1.1.

La función de atenuación ξ(x, ω) es igual a 1 + i
γ(x)

ω
en el interior de nuestro

dominio donde γ es la función de damping que es igual γ(x) =
1

Q(x)
, donde

Q(x) se conoce como el factor de calidad, que depende de las propiedades del

medio [3] y en la región de la frontera esta función viene dada por la ecuación

1Los código utilizados en estos ejemplo fueron desarrollados por Sheryl Avendaño en

colaboración de mi persona
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3.1. Discretización

Figura 3.1: Representación de Fronteras PML en un dominio de 2D.

1.1.2,

γx(x) = a cos( x
xpml

π
2
) para x < xpml

γx(x) = a
(
1− cos

(x−Lx−xpml

xpml

π
2

))
para x > xpml + Lx,

donde L el ancho de la PML es inversamente proporcional al valor de la

frecuencia, a mayor valor de la frecuencia menor el el espesor de la PML y de

igual manera para el valor de a dependerá de la frecuencia del mismo modo

que la longitud de la PML. Esto anterior debido a que mayor la frecuencia,

la atenuación será mayor por tanto la onda decaerá mas rápidamente en la

PML que a frecuencias menores, por esto se usan valores de menor magnitud

en las altas frecuencias. Como definimos la PML para γx, se hace una igual

definición para γz.

Para la densidad ρ, se usa una función que asocia la densidad con la
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Caṕıtulo 3. Modelado para la Ecuación Visco-Acústica 2D en el dominio de
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velocidad con la siguiente ecuación de f́ısica de rocas, que se construyo

mediante un ajuste estad́ıstico en [21].

ρ =

{ [
aC(x)5 − bC(x)4 + cC(x)3 − dC(x)2 + eC(x)

]
∗ 103 [Kg/m3] c(x) > 1480[m/s]

1050 [Kg/m3] c(x) < 1480[m/s],

donde C[x] = c(x) ∗ 10−3 [Km/s] [21]. Esta relación de la densidad viene de

un estudio hecho en [21] de fisica de rocas.. Las constantes tiene un valor de

a = 0.000106, b = 0.0043, c = 0.0671, d = 0.4721 y e = 1.6612.

3.2. Estabilidad

Como expusimos en la sección B.1, una manera de analizar la estabilidad

de un sistema de ecuaciones es mediante número de condición de la matriz

asociada al sistema. En esta sección mostraremos como el número de con-

dición de la matriz obtenida de la discretización de la ecuación que modela

la propagación de una onda en un medio visco-acústico se ve afectado para

diferentes frecuencias propias del medio

Dado que nuestro sistema posee un número de condición alto para diferentes

frecuencias y tamaño de dominios de muestreo es pertinente precondicionar.

En la sección B.1.2 mostramos que para precondicionar un sistema se debe

multiplicar por una matriz muy cercana a la inversa para que la matriz

resultante tuviera un mejor número de condición. Y por último resolveremos

el sistema lineal obtenido de la discretización de la ecuación 1.3 por los

métodos iterativos GMRES, QMR y Bicgstab [6] sin precondicionamiento y

con precondicionamiento.

Para un dominio de 500mt × 500mt, fijando 9 puntos de malla por lon-

gitud de onda, para una velocidad minima de 2100m/s para cada modelo

de velocidad que se muestran en la figuras 3.2, donde figura representa el
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3.2. Estabilidad

dominio de estudio y cada color representa un valor de la velocidad en cada

punto del dominio y valor de la atenuación para cada capa de los respectivos

modelos de velocidad, se obtuvieron las tablas 3.1, 3.2 y las figuras 3.3, 3.4 y

3.5, para frecuencias de 3Hz hasta 43Hz.

Las tablas 3.1 corresponde al número de condición para la matriz que

se obtiene de la discretización de la ecuación que modela la propagación de

una onda en un medio visco-acústico mediante un esquema de 9 puntos, donde

Fr. corresponde la frecuencia, N. Cond al número de condición y Modelo 1,

Modelo 2 y Modelo 3 corresponde a la representación de la matriz de cada

modelo de velocidad que se muestra en la figura 3.2 dada en km/s. De la

misma manera las tablas 3.2 muestra el número de condición de la matriz que

se obtiene de la discretización de la ecuación que modela la propagación de

una onda en un medio visco-acústico mediante un esquema de 9 puntos pero

con precondicionamiento con la factorización LU incompleta.

Las figuras 3.3, 3.4 y 3.5 muestran para cada modelo de velocidad que

se muestra en la figura 3.2, los diferentes valores de número de condición para

cada frecuencia respectivamente, para los precondicionamientos expuesto en

el caṕıtulo B.

Como se puede evidenciar en las tablas 3.1, 3.2 y gráficas 3.3, 3.4 y 3.5, los

precondicionamientos mencionas en la sección B.1.2 no se obtuvieron mejoras

significativas para la estabilidad de la matriz obtenida de la discretización de

la ecuación 1.3. Solo para el caso de la factorización LU incompleta, la mejora

fue evidente.
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Figura 3.2: Modelos de velocidad 1, 2 y 3 respectivamente en km/s
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3.2. Estabilidad

Modelo 1

Fr. N.Cond

3 306.35

8 1176.58

13 1534.49

18 2776.1

23 3139.42

38 3825.56

33 4354.21

38 5010.59

43 4533.64

Modelo 2

Fr. N.Cond

3 309.18

8 821.78

13 1342.85

18 1640.11

23 1990.64

28 2327.83

33 2825.51

38 3451.33

43 3495.44

Modelo 3

Fr. N.Cond

3 338.49

8 944.45

13 2009.02

18 2220.49

23 2980.74

28 3238.38

33 3699.96

38 4467.88

43 4495.33

Tabla 3.1: Número condición sin precondicionamiento

Modelo 1

Fr. N.Cond

3 1.001362

8 1.0116896

13 1.031204

18 1.055093

23 1.088614

28 1.126212

33 1.122060

38 1.178110

43 1.204343

Modelo 2

Fr. N.Cond

3 1.001602

8 1.010207

13 1.021366

18 1.026856

23 1.038788

28 1.039257

33 1.060400

38 1.071993

43 1.088945

Modelo 3

Fr. N.Cond

3 1.001047

8 1.010734

13 1.026420

18 1.057406

23 1.058417

28 1.080892

33 1.120449

38 1.112741

43 143921

Tabla 3.2: Número condición con precondicionamiento
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Frecuencias vs Número de Condicíon

Figura 3.3: Número de condición para el modelo 1

Para observar como afecta el precondicionamiento al solucionar un sistema de

ecuaciones usamos tres métodos iterativos para resolver sistemas lineales, los

cuales son:

1. GMRES: Generalized minimum residual method.

2. QMR: Quasi-minimal residual method.

3. Bicgstab: Biconjugate gradients stabilized method [6].

Usando fuente Ricker multiplicada por un delta de Dirac que corresponde

a la posición de la fuente ubicada en la parte superior central del dominio

obtuvimos un sistema de ecuaciones AP = F donde A es la matriz obtenida

de la discretización, P corresponde al campo de presiones y F la fuente.
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Figura 3.4: Número de condición para el modelo 2

Recordemos que la fuente viene dada por:

S(x, ω) =
1

ξ(ω,x)
∇ ·
(

b(x)

ξ(ω,x)
F(x, ω)

)
y cuando la multiplicamos por la delta de Dirac en el punto deseado de la

posición de la fuente obtenemos que

S(x0, ω) =
bx0,z0
ξ2x0,z0

(∇ · F),

con (x0, z0) la ubicación de la fuente, −(∇ · F) = H y H es un función

Ricker, donde H = b
ξ

2√
π
f2

f3M
e
−f2

f2
M , con f la frecuencia propia del medio y fM la

frecuencia de la Ricker, que es igual a 50Hz [3]. se obtuvieron las tablas 3.2 y

3.4, donde se puede ver para cada modelo de velocidad de las figuras 3.2 y 4

diferentes frecuencias, el número de iteraciones necesarias para la convergencia

de cada método sin precondicionamiento y con precondicionamiento con la
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Figura 3.5: Número de condición para el modelo 3

factorización LU incompleta.

A partir de la gráficas 3.3,3.4 y 3.5 y tablas 3.2 y 3.4 se puede concluir para

la solución del la ecuación diferencial parcial que modela la propagación de

una onda en un medio visco-acústico en el dominio de las frecuencias en dos

dimensiones:

1. Cuando la matriz asociada a la discretización del la EDP tiene un pro-

blemas de estabilidad, la convergencia con métodos iterativos es lenta o

en el peor de los casos nunca se encuentre una respuesta acercada a la

deseada como se muestra en las tablas 3.4 y 3.2.

2. Cuando la matriz no tiene propiedades como diagonal dominante o

simétrica, lo métodos de precondicionamiento enunciados en el caṕıtulo
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GMRES QMR Bicgstab

3Hz 61 67 77

12Hz 1248 1461 1214

25Hz 1248 1461 1214

43Hz 1991 2128 1895

GMRES QMR Bicgstab

3Hz 63 65 74

12Hz 524 945 1352

25Hz 949 2513 2699

43Hz 1589 3782 4306

GMRES QMR Bicgstab

3Hz 60 65 77

12Hz 494 818 1018

25Hz 1142 2197 2260

43Hz 1821 3374 3394

Tabla 3.3: Métodos iterativos para los modelos 1, 2 y 3 respectivamente, sin

precondicionamiento, donde cada valor corresponde al número de iteraciones.

3, el único que es óptimo es el correspondiente a la factorización incom-

pleta LU como se puede visualizar en las figuras 3.3, 3.4 y 3.5.

3. Cuando se posee poco recursos computacionales, lo métodos iterativos

son una buena herramienta para solucionar problemas inversos debido a

su bajo consumo de memoria.
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GMRES QMR Bicgstab

3Hz 2 2 1

12Hz 2 2 1

25Hz 2 3 1

43Hz 2 3 3

GMRES QMR Bicgstab

3Hz 2 2 1

12Hz 2 2 1

25Hz 2 3 1

43Hz 2 3 3

GMRES QMR Bicgstab

3Hz 2 2 1

12Hz 2 3 1

25Hz 2 3 1

43Hz 2 3 3

Tabla 3.4: Métodos iterativos para los modelos 1, 2 y 3 respectivamente, con

precondicionamiento LU, donde cada valor corresponde al número de iteracio-

nes.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En este trabajo se propuso estudiar el proceso de modelado para una onda

que se propaga en un medio visco-acústico en el dominio de las frecuencias,

es decir encontrar métodos óptimos para solucionar la ecuación que modela

dicha propagación para cuando se realizara el proceso de FWI este fuera los

óptimo y con la menor dispersión numérica posible

Para esto el trabajo se dividió en dos etapas. La primera estudiar una

técnica para obtener la discretización de la EDP que modela la propagación

de una onda en un medio visco-acústico y por otra parte la segunda etapa

después de haber obtenido la discretización consistió en buscar una técnica

que resolviera métodos inversos para solucionar la discretización que se obtuvo

de la etapa anterior.

Para la primera etapa se estudiaron diferentes tipos de métodos como

lo son elementos finitos y diferencias finitas, pero se opto por este ultimo,

diferencia finitas pero utilizando un variante introducida en [12] que mejoraba

la dispersión numérica, que básicamente consiste en aproximar la ecuación

diferencial mediante la diferencias finitas con el plano usual y el plano rotado.
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Caṕıtulo 4. Conclusiones

Este método mejora con mucha diferencia la dispersión numérica, la exactitud

de la solución y la utlización de menos puntos de malla.

En este trabajo se presento un mejora para el método, ya que este método fue

resuelto para cuando el medio es acústico y nosotros lo usamos para un medio

acústico con atenuación. Estos medio difieren de la naturaleza de número de

onda, si es real corresponde al caso acústico y si este es complejo el medio es

acústico con atenuación. Al ser el número complejo la solución del método se

vuelve un poco mas compleja

Para la solución del sistema lineal que se obtiene se estudiaron diferen-

tes métodos de precondicionamiento, como se exponen en el capitulo 3 para

resolver los sistemas lineales mediante métodos iterativos aśı estos métodos

sean convergente y de manera mas rápida. Se mostró que el único método

eficiente de precondicionamiento para la solución de la ecuación que modela

la propagación de una onda en un medio visco-acústico en el dominio de las

frecuencias en 2 dimensiones es la factorización LU incompleta

Para trabajos futuros es analizar como se propagan los errores y la efi-

ciencia computacional de lo métodos usados en esta tesis cuando se le aplica el

proceso FWI para recuperar la información de la velocidad de la propagación

de la onda. Otra posible trabajo es buscar la manera de mejorar el método

de discretización usando diferentes técnicas o combinaciones de estas, como

realizar la optimización no con la solución a una onda plana sino con la

solución en funciones de Hankel.
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Apéndice A

Diferencias Finitas

Esta técnica consiste en usar ecuaciones en diferencias para aproximar las

derivadas de diferentes ordenes a valores de la función a encontrar. Estas

aproximaciones se hacen a partir del Teorema de Taylor, ya sea en una o

varias variables. A continuación mostraremos las dos versiones del Teorema

de Taylor, teoremas que son ampliamente usados en el Análisis Numérico y

uno de esos usos es aproximar derivadas de cualquier orden mediante valores

de la función a encontrar, resultando en ecuaciones en diferencias.

Primero enunciaremos el Teorema de Taylor en una variable y luego su

versión en varias variables

A.0.1. Teoremas de Taylor

Teorema A.1. Teorema de Taylor en una variable

Sea f ∈ Cn[a, b], tal que fn+1 existe en [a, b] y x0 ∈ [a, b]. Para todo x ∈ [a, b],

existe ξ(x) entre x0 y x con

f(x) = Pn(x) +Rn(x); (A.1)
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Apéndice A. Diferencias Finitas

donde

Pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

y

Rn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

[6].

Cuando hacemos una aproximación de f con respecto a Pn decimos que n es

el orden de la aproximación y Rn es el residuo. En el caso de que f ∈ C∞[a, b]

entonces obtenemos la serie de Taylor.

Por ejemplo si f(x) es una función suave, entonces aplicandole el Teo-

rema de Taylor en x + h y x − h alrededor de x y de orden n obtenemos las

siguientes expresiones respectivamente

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
hn +O(hn)

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(x)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(−h)n +O(hn)

donde O(hn) es una función infinitesimal, i.e, limh→0
O(hn)

hn
= c donde c es

una constante, el orden de potencia de h en la función infinitesimal se le

llama el orden de convergencia de la aproximación de Diferencias Finitas. A

partir de las dos ecuaciones anteriores podemos obtener las aproximaciones

de diferencias finitas de la derivadas de orden 1 y 2.

El Teorema anterior está enunciado para una sola variable, a continua-

ción enunciaremos su versión en varias variables. Usando la notación de

Multíındices tenemos:
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Definición A.1. Sea α ∈ Nn y x ∈ Rn entonces definimos:

|α| := α1 + · · ·+ αn

α! := α1! · · · αn!

xα := xα1
1 · · · xαn

n

Dαf :=
∂|α|f

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

Teorema A.2. Teorema de Taylor en Varias variables

Sea f : Rn → diferenciable k − veces en a ∈ R. Entonces existe ha : Rn → R
tal que

f(x) =
∑
|α|≤k

Dαf(a)

α!
(x− a)α +

∑
|α|=k

hα(x)(x− a)α (A.2)

y limx→ahα(x) = 0 [22].

De igual manera que el Teorema de Taylor en una variable diremos que k es el

orden de la aproximación mediante Series de Taylor, y ha se le llama el residuo.

Por ejemplo, sea P (x, z) = ex+z una función real valuada suave y sean h ∈ R
entonces aplicando el teorema de Taylor de orden 3 en (x−h, z−h) alrededor

de (x, z) tenemos que

P (x− h, z − h) = ex+z + 2ex+zh+ 3ex+z
h2

2!
+ 4ex+z

h3

3!
+O(h3)

A.0.2. Aproximaciones Por Diferencias Finitas

A partir de las versiones del Teorema de Taylor enunciadas podemos deducir

las siguientes aproximaciones de Diferencias Finitas para las derivadas de

primer y segundo orden.
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Diferencias Finitas hacia adelante: Utilizando la ecuación A.2 de

orden 2 obtenemos la siguiente expresión para f ′

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+ O(h)

Diferencias Finitas hacia atras: De la misma manera que la aproxi-

mación anterior, pero usando A.3 obtenemos la siguiente aproximación

para f ′

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+ O(h)

Las dos aproximaciones anteriores, son aproximaciones no muy buenas debido

que su orden de convergencia es uno, es decir, que para una mayor exactitud

necesitamos que h sea muy pequeño, lo que implicaŕıa mayor cantidad

de puntos en el dominio de la ecuación diferencial, por ende mas costo

computacional a la hora de resolver una ecuación.

Para mejorar la aproximación de la primera derivada mediante Diferen-

cias Finitas utilizamos la expansión de Taylor de A.2 y A.3 de orden 2 y

restándolas obtenemos una mejor aproximación, que es la siguiente.

Diferencias finitas centradas

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+ O(h2)

Como vemos al ser de orden de convergencias de orden 2 se obtiene mejores

aproximaciones con menor cantidad de puntos, i.e, se mejora el costo compu-

tacional y la calidad de la solución

Para obtener una aproximación a una derivada de orden dos, utilizamos

la expansión de la serie de Taylor de orden dos.
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Diferencias finitas para derivadas de segundo orden

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+ O(h2)

Todas las aproximaciones anteriormente descritas son las más utilizadas en

Diferencias Finitas, pero de todos modos como su orden de convergencia es

bajo, se introducen otras aproximaciones con mejor orden de convergencia.

Diferencias Finitas para la primera derivada de orden 4

f ′(x) =
−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− 1) + f(x− 2h)

12h
+O(h4)

Diferencias Finitas para la segunda derivada de orden 4

f ′′(x) =
−f(x+ 3h) + 8f(x+ 2h)− 13f(x+ h) + 13f(x− h)

12h2

+
−8f(x− 2h) + f(x− 3h)

12h2
+O(h4) [24].

Después de haber obtenido una discretización de una Ecuación Diferencial

mediante Diferencias Finitas, una forma de obtener la Solución Numérica a la

Ecuación Diferencial, es convertir esta descritización en un problema Inverso,

i.e, a un problema de la forma Ap = s, donde A es una matrix conocida como

la matriz de Diferencias Finitas, p es un vector donde las entradas son los

valores de la función y s son valores de la igualdad de la ecuación, por ejemplo

en la ecuación 1.3, p corresponde a la discretización del Campo de Presiones

y s a la Fuente. Podemos visualizar mejor esto en el siguiente ejemplo

Por ejemplo, sea u′′(x) = f(x) una ecuación diferencial con x ∈ [a, b] y u(a) = 0

y u(b) = 0 condiciones de frontera para el problema. Entonces aplicandole

Diferencias Finitas a la ecuación anterior obtenemos la siguiente expresión

f(xn) =
u(xn+1)− 2u(xn) + u(xn−1)

h2
+O(h2) (A.3)
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donde xn = a + (n − 1)h con n ∈ 0, 1, ..., l, h = (b − a)/l y l es el número

puntos que particiona [a, b]. Si denotamos un = u(xn) y fn = f(xn) entonces

podemos transformar nuestro esquema de Diferencias Finitas para solucionar

nuestra ecuación en el siguiente problema inverso:

Afdu = f (A.4)

donde Afd es una matriz simétrica de tamaño (n − 1) × (n − 1), llamada la

matrix de diferencias finitas definida como

Afd = h−2tridiagn−1(1,−2, 1) (A.5)

uT = (u1, ...,un−1) y fT = (f1, ..., fn−1). La solución a la ecuación diferencial

viene dada por:

u = (Afd)
−1f [1].

[1].
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Apéndice B

Problemas Inversos

Un problema inverso consiste en recuperar información de parámetros de un

modelo a partir de una observación. Este tipo de problemas son muy comunes

en los problemas de Astronomı́a, Ingenieŕıa, Medicina, etc., en particular para

nuestro caso, en Geof́ısica.

Una manera de aplicar la teoŕıa de Problemas Inversos en la Geof́ısica,

es solucionar la discretización obtenida a partir de diferencias finitas de una

EDP que modela la propagación de una Onda, como lo vimos es la sección

anterior.

Definición B.1. Consideremos el siguiente problema

F (x) = d, (B.1)

donde d es un conjunto de datos de observados, x el conjunto de parámetros y

F es una función que relaciona a x y d. Entonces decimos que es un problema

directo śı F y x son dados y d desconocido. Y es un problema inverso śı F y

d son dados y x es desconocido [1].

Un problema clásico de los problemas inversos es solucionar sistemas de
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la forma Ax = b que representa un sistema de ecuaciones. Pero como es

conocido estos problemas pueden acarrear incovenientes por las soluciones

que se obtienen, debido que esta solución puede no existir, ser única (que es el

caso ideal) o tener mas de una solución. Para esto se introducen los siguientes

conceptos

Un problema es bien condicionado (well posed) si tiene solución, si tal

solución es única y si es estable el problema. Esto último se explicara

mas adelante.

Es mal condicionado (ill posed ) si no cumple alguna de las condiciones

anteriores.

Una manera para solucionar un problema inverso mediante métodos numéricos,

basicamente consiste en aproximarse a la solución mediante una discretización

del dominio.

Definición B.2. Un método numérico para aproximar la solución de B.2,

consiste en una secuencia de aproximaciones del problema

Fn(xn) = dn n ≥ 1, (B.2)

dependiente de un parámetro n (se define paso a paso). Se entiende que se

espera que xn → x cuando n → ∞, es decir, la solución numérica converge a

la solución exacta. Por esto, es necesario que dn → d y Fn ”se aproxime” a

F , cuando n→∞ [1].

Un ejemplo es el caso de diferencias finitas expuesto en las secciones

anteriores. En este ejemplo tomamos una ecuación diferencial donde F = d2

dx2

, x = u y d = f y lo aproximamos mediante diferencias finitas.

Por otro lado se necesita garantizar que los métodos usados son consis-

tentes para esto introducimos la siguiente definición.
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Definición B.3. Decimos que la aproximación de F dada en B.2 es consistente

si

(Fn(x)− dn)− (F (x)− d)→ 0 for n→∞

donde x es la solución a B.2 correspondiente a los datos d. Ademas decimos

que es fuertemente consistente. Śı Fn(x) = d para cualquier valor de n, no

únicamente para n→∞ [1].

A modo de ejemplo verifiquemos que la aproximación para el ejemplo de

diferencias fininas es consistente. Usando El teorema de Taylor en su ver-

sión de una sola variable para la expresión A.3 obtenemos que un−1 =

u+ ∂u
∂x
h+ ∂2u

∂x2
h2

2!
+ ∂3

∂x3
h3

3!
+ ∂4u

∂x4
h4

4!
+O(h4)

un+1 = u− ∂u
∂x
h+ ∂2u

∂x2
h2

2!
− ∂3u

∂x3
h3

3!
+ ∂4u

∂x4
h4

4!
+O(h4)

Por tanto

u(xn+1)− 2u(xn) + u(xn−1)

h2
+O(h2) =

∂2u

∂x2
+O(h2)

Aplicando la definición B.3 obtenemos el resultado requerido ya que cuando

n→∞, h→ 0

B.1. Estabilidad de un Sistema Lineal y Pre-

condicionamiento

Como vimos en A, solucionar una Ecuación Diferencial de manera numérica

se puede transformar en solucionar un sistema lineal de la forma Ax = b,

es decir, se puede ver como un problema inverso. Muchos de estos siste-

mas lineales son grandes, es decir, las matrices resultantes son fácilmente

de tamaño 105 × 105 o superior, por lo que se necesita de herramien-

tas computacionales. Actualmente existen dos maneras de solucionar estos

sistemas de tales dimensiones, mediante métodos iterativos o métodos directos.
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Los métodos directos consisten en solucionar el sistema lineal Ax = b

mediante diferentes técnica numéricas, como factorización LU. Los resultados

obtenidos por estos métodos directos son soluciones con error del orden de

10−10, pero tiene un inconveniente, el consumo de memoria del computador.

Por otra parte los métodos iterativos consisten en minimizar la función

||Ax− b||, mediante diferentes técnicas como GMRES, QMS, entre otros.

Estas herramientas han sido muy estudiadas en el Análisis Numérico que al

ser métodos iterativos, realizan pequeños cambios de x hasta encontrar un

valor óptimo. Lo métodos iterativos tiene la ventaja frente a lo directos debido

al menor consumo de memoria pero tiene una desventaja que se ven afectados

por la estabilidad de la matriz A.

La estabilidad de un sistema tiene que ver con que tanto afecta los pe-

queños cambios al sistema a la solución, es decir, si a pequeños cambios

de A y b, que tanto se ve afectado la solución x. Una manera de medir la

estabilidad del sistema de ecuaciones se conoce como el Número de Condición

de la matriz. Si el número de condición es cercano al uno, el sistema sera

estable y si este número es grande, la solución se vera afectada [23].

Para solucionar el problema cuando el número de condición es grande,

existe una técnica conocida como Precondicionamiento, que básicamente

consiste en multiplicar la matriz A por otra matriz M−1 de tal manera que

la matriz resultante tenga un número de condición menor, aśı el sistema

presentará una mejor estabilidad. La matriz M debe ser una matriz con una

inversa fácil de calcular, como una matriz diagonal o tridiagonal, de tal forma

que sea cercana a la inversa de A.
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B.1.1. Número de Condición

Decimos que un sistema de ecuaciones de la forma Ax = b con solución, es

estable o esta bien condicionado, cuando pequeñas variaciones en sus coefi-

cientes, o en sus términos independientes, producen una pequeña variaciones

en la solución. Para medir estas variaciones se introduce la noción de número

de condición.

Por ejemplo, supongamos una pequeña variación en b, es decir, ∆b, la cual

producirá una perturbación ∆x en x, entonces obtenemos las siguientes expre-

siones

Ax = b

A(x + ∆x) = b + ∆b

Podemos obtener: A∆x = ∆b → ∆x = A−1∆b, utilizando desigualdad de

norma de operadores se tiene:

||∆x|| ≤ ||x−1||||∆b||

||b|| ≤ ||x|| · ||x||

Donde ||A|| es una norma inducida de matrices y de las desigualdades ante-

riores obtenemos
||∆x||
||x||

≤ ||A|| · ||A−1|| ≤ ||∆b||
||b||

(B.3)

El factor ||A||||A−1|| es el que se conoce como número de condición de la

matriz [23].

Definición B.4. Número de Condición de una Matriz

El número de condición de una matriz A ∈ Cn×n es definida como

K(A) = ||A|| · ||A−1|| (B.4)
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donde || · || es una norma de matrices inducida [1].

De la ecuación B.3 podemos notar que cuando hay pequeños cambios en b y

grandes cambios en x, el K(A) es muy grande. Para este caso decimos que

la matriz es mal condicionada. Y cuando sucede lo contrario, es decir, ∆b

pequeño y ∆x pequeño estará bien condicionada. En general K(A) depende

de la escogencia de la norma [1].

Propiedades del Número de Condición

Tenemos queK(A) ≥ 1 ya que:

1 = ||AA−1|| ≤ ||A|| ||A−1|| = K(A).

K(A−1) = K(A).

Śı A es ortogonal entonces K(A) = 1..

Śı A es singular entonces su número de condición es infinito.

∀α ∈ C K(αA) = K(A)

K2(A) = ||A−1||2||A||2 =
σ1(A)

σn(A)
, donde σ1(A) y σn(A) son los valores

singulares menor y mayor respectivamente.

El Número de Condición de una matriz nos permite analizar que ocurre cuando

hacemos pequeños cambios al sistema que tanto afecta nuestra solución. Este

anaĺısis es muy importante en los métodos iterativos dado que estos se valen

de hacer pequeños cambios a x hasta llegar al valor óptimo que minimiza la

función ||Ax− b|| y ademas nos permite obersevar que pasa cuando pertur-

bamos el sistema Ax = b de manera (A + ∆A)(x + ∆x) = (b + ∆b). Con el

teorema que expondremos a continuación podremos observar con respecto al

número de condición los pequeñas perturbaciones en la solución.
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Teorema B.1. Supongamos que A es una matriz no singular y

||δA|| < 1

||A−1||

entonces la solución x̃ de (A+δA)x̃ = b+δb aproxima la solución x de Ax = b

con el error estimado

||x− x̃||
||x||

≤ K(A)||A||
||A|| −K(A)||δA||

(
||δb||
||b||

+
||δA||
||A||

)
(B.5)

[1].

El teorema anterior nos permite computar una cota para el error relati-

vo de la solución al sistema cuando se le hace una pequeña variación δ,

tal cota dependerá del número de condición. Por otro lado cuando estamos

trabajando con métodos numéricos computacionales iterativos y conocemos el

valor de tolerancia, podemos a partir del la desigualdad anterior obtener una

cota para el número de condición para que nuestra solución tenga una muy

buena aproximación.

Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema, donde su número de condición

es K(A) = 15999 con la norma ||.||∞, lo que es número de condición alto


3.333 15920 −10.333

2.2220 16.710 9.612

1.5611 5.1791 1.6852



x

y

z

 =


15913

28.544

8.4254


Este sistema tiene como solución exacta x = (1, 1, 1)t pero realizando reduc-

ción Gaussiana con precisión de 5 d́ıgitos, el redondeo numérico introduce una

perturbación tal que se obtiene la solución x̃ = (1.2001, 0.99991, 0.92538)t y

||x− x̃||∞
||x||∞

= 0.2001,

donde se puede observar que es un error porcentual del 20 %. [6]
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B.1.2. Precondicionamiento

Cuando se trabaja con métodos iterativos, las soluciones a los sistema de la

forma Ax = b puede que no se llegue a una aproximación de la solución real

o que la respuesta obtenida sea errónea. En estos casos el problema se debe

al mal condicionamiento del sistema que afecta negativamente la convergencia

a la solución real. En estos casos es necesario mejorar el condicionamiento

del problema utilizando una técnica conocida como precondicionamiento. El

precondicionamiento es una técnica que consiste en transformar el sistema en

otro multiplicando por una matriz M de tal forma que su número de condición

disminuya, es decir, sea M una matriz de tal forma

MAx = Mb

tal que

K(MA) < K(A).

El menor valor posible de K(MA) es uno, es decir podemos obtener M = A−1,

pero al obtener la inversa de A estaŕıamos resolviendo el problema de manera

directa. Por tanto para disminuir el número de condición multiplicamos por

una matriz lo mas cercana posible a la inversa de A.

Existen dos tipos de precondicionamiento, precondicionamiento expĺıcito

e impĺıcito. Los precondicionamientos expĺıcitos son los que construyen la

matriz M que se aproxime a la matriz A−1 y mientras que los precondiciona-

dores impĺıcitos son aquellos que no se construyen a partir de A, sino de una

factorización aproximada de A, por ejemplo de la factorización incompleta

LU [23].

Precondicionadores Expĺıcitos

Supongamos que deseamos precondicionar con la matriz M el sistema
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Ax = b aśı obtener un sistema equivalente M−1Ax = M−1b. Si escribimos

A = M − N entonces nuestro sistema queda de la forma Mx = Nx + b.

Aplicando un método iterativo estacionario, dada una aproximación de xk−1

obtenemos una aproximación para xk de la siguiente manera:

Mxk = Nxk−1 + b

multiplicando por M−1 y ademas como M−1N = I −M−1A se obtiene que

xk = xk−1 +M−1rk−1,

donde rk−1 = b− Axk−1.

Si tomamos M = D = diag(A), siempre y cuando la diagonal de A no

tenga entradas nulas, el precondicionamiento se conoce como el método

de Jacobi, es muy común en matrices de diagonal dominante.

Si descomponemos A = LA + D + UA donde D = diag(A), LA es la

parte de A estrictamente triangular triangular inferior y UA es la parte

estrictamente triangular superior de A, podemos definir dos métodos

interativos adicionales:

1. M = D + LA este caso se conoce como método de Gauss-Seidel.

2. M = w−1D+LA donde w ∈ (0, 2). En este caso el método se conoce

como SOR (successive overrelaxation).

Los métodos anteriores son los más comunes para precondicionamiento

expĺıcito, de igual forma existen otras técnica para precondicionar pero no las

usaremos en este trabajo [6].

Precondicionadores Impĺıcitos
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El precondicionador mas común de este tipo es la factorización incom-

pleta LU . Para matrices dispersas (sparse) es muy común realizar este tipo

de factorización. La factorización se dice incompleta por que si A es dispersa,

usando la factorización LU [6] usual, L y U usualmente no tiene el mismo

tipo dispersión de A, debido que lo importante es tener la misma dispersión

en la factorización obtenida entonces se cambian los valores de las matrices

L y U no nulos por 0 que en la posición correspondiente con A son ceros, de

esta manera se obtiene una factorización aproximada. Veamos el teorema que

me garantiza esta factorización.

Teorema B.2. Si A = (ai,j)n×n una matriz, entonces para cada subconjunto

P de {(i, j)/j 6= i i, j = 1, 2, ..., n} existe una matriz triangular inferior L =

(li,j)n×n con unos en la diagonal y una matriz triangula superior U = (ui,j) tal

que A = LU − R, donde li,j = 0, ui,j = 0 si i, j ∈ P y ri,j = 0 si (i, j) ∈ P .

Los factores L y U son únicos y la descomposición A = LU −R es tal que LU

es no singular, (LU)−1 ≥ 0 y LU ≥ A.

A partir del teorema anterior podemos escoger M = LU , para precondicionar

nuestro sistema [7].
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